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QuctuatioDB , à ces mouvements retrograde* 
qui portent si eouvent la perturbation dona la 

BOCiétó I. 

A RASO. 



Quando, or son duG anni, la morte improvrisa di Ettore Caporali gettò nel 
lutto tutti i cultori degli studia geometrici , un gruppo di colleglli , di amici , di 
ammiratori, a ricordare nel modo più duraturo l'egregio geometra estinto, si prò 
pose di raccoglierò in un volume gli scritti cito egli avevii dato nlle stampe o 
quelli inediti elio si giudicassero sufllciciitcmente perfetti per poter vedere la luce. 
Da pochi mesi questo volume ò stato pubblicato {*), e colla scorta di esso ci prò- 
poniamo di determinare, con quell' esattezsa che le nostre Torze consentono, il 
posto che il valoroso scienziato occupa nella storta della Geometria moderna. 



(*) Memorie 41 Oeomelria di Ettore Caporali , Froresiore di Geometria su- 
periore nella B. UaiverBÌtà di Kapoli (Napoli, B. Pellerano, 1838). 

Volendo aver completa la raccolta delle pubblicazioni matamaticbe dal Caporali 
bisogna anche tener conto delle Siluzioni di ^UMfJoni che inviò ol Oiornale di MA* 
tematiehi qnaado egli era studente a Roma, 

VOL. xxvii. 1 
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Ci servimmo anche dei Tnanoscritti inediti che si conservano negli ArcIiìTii 
dell'Accademia di Napoli (*) coi quali potemmo arricchire il modesto nostro studio 
di notitic che conRdiamo siano per essere giudicate non prive di interesse. 

1 lavori del Caporali trattano tutti questioni clic appartengono nlla maggior 
parte delle diramazioni della Geometria proiettiva, e si posiìono distribuire in pa- 
recchi gruppi comprendenti rispettivamente ; lo curve dì 3' ordine , t|uclle di 4", 
quelle di n"">, le superficie di 'A" ordine, le trasformazioni piane univoche, la rap- 
presentazione delle superficie su un piano, la geometria della retta, la teoria delle 
configurazioni, la geometria a 4 dimensioni, lo studio delle varietà comunque estese, 
inDne l'applicazione gcoraeti-ica della dottrina delle forme algebriche. 

Di ciascuna di questi lavori diremo breveniente il contenuto, accennando agli 
scritti a noi noti che immediatamente li precedettero e quelli che ad essi servi- 
rono di continuazione; ci lusinghiamo di raggiungere in tal modo il fine che ci 
siamo preQssi. 

$ 1. Curve piane algebriche. 

1. Nella teoria delle curve algebriche si possono considerare alcuni gruppi di 
punti analoghi o alle coppie o alle terne di punti coniugati rispetto a una conica; 
dei primi si occupò il fiattaglini nella memoria Stille forme ternarie di grada 
qualunque (Atti della R. Accademia dì Napoli, T. IV, 1868), dei secondi il Beye 
nella memoria Tràghcils-und liòhere Moinente einer Massensysthcmes in Bczug 
avf Ebeven (Journal f. r. u. a. Math., T. LXXM, 1810). Per le curve dì 3" ordine 
questi gruppi godono di proprietà suscettibili di enunciato elegante; in questo caso 
tre punti si dicono coniugati se uno qualunque di essi sta sulla polare mista degli 
altri due, quattro punti si diranno pure coniugati se tali sono tre qualunque. 1 Teore- 
mi siiffe curue licUer-o ortttne pubblicali dal Caporali nel Voi. I, Serie 3', iSll. 
dei Transunti della R. Accademia dei Lincei (v. Uemorlo di Geometria p. 4I)-K*2) 
concernono questi sistemi dì punii. Le projtrietà enunciate dal Caporali possono 
venir estese a curve d'ordine qualunque, ma questa estensione che etili aveva pro- 
messa fu fatta, in parte, solo molto tempo dopo dal De faolis nella memorili 
Alcune applicazioni della teoria generale delle curva polari (Hem. della R. Ac- 
cademia dei Lincei, Serie IV; T. 3°, 1886) ("j. 

2 L'argomento trattato nella nota di cui parlammo nel n.° precedente continuò 
ad occupare a varie riprese il Caporali ; egli espose i nuovi risultali a cui per- 
venne in un Corso dilezioni sulle curve di 3° ordine fatto nel 1883-84 all'Univer- 
sità di Napoli. Il Prof. Ulderìgo Nasoni che ebbe la ventura di frequentarlo, 

(*) Essi farono post! n nostra disposizione con nna liberalitù di cui rendiamo pub* 
blioi e vivi ringraziamenti ai Cb.'"' Sig." Prof.'^ Battaglini e Fadclletti. 

(**) Ofr. QDche la memoria delio Schlesinger che fa parte del T. XXX dei 
Mailum. Annaìen. 
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riunì quei risiiitntì in nlcuni enunciati da inserirsi tra quelli della nota citata o da 
aggiungere ad essi. ApproQttando del permesso che egli ci ha gentilmente accordato 
(e (li cui ^li rcndi^raniio grazie i lettori come noi ora Tacciaino), li riportiamo in- 
dicanilo il posto che -d-ì esiti spetta: 

,41 § 1. si iiggiungano i sogiienli teoremi: 

a) Vi possono essere triangoli coniugati degenerati ; cosi sono tati quelli 
formati: 1** da un punto qualunque considerato come la riunione di due ed un 
punto della su» ri'ttu pohrc pura ; 2" da due punti qualunque \ e B e dal punto 
d'intersezione di AB con la polare mista di A e B. 

6) Sopra ogni retta del pisno Ti è un numero doppiamente infinito di terne 
coniugate, le quiili furmano una involuzione doppia. 

e) Sopra o^ni retta del piano vi è una coppia di punti che con qualunque 
ultro punto ilella retta forma una terna coniugala. Questi due punti sono rappre- 
sentati dalla coppia llussiana della terna costituita dai tre punti d* intersezione 
della retta colla cubica. 

d) Vi sono induite coppie di punti le qunli formano un triangolo coniugalo 
con qualunque punto del piano ; queste coppie sono sulla Hessìana della cubica. 
. e) Tre punii in linea retta sulla Hessìana formano una terna coniugata. 

In (ine ddla naia si aggiunga il segiieiUc § 6. 

25. Un trilatero si dirà coniugato alla cubica quanlo uno dei suoi lati tocca 
la poloconica mista de^li altri due. Se questa proprietà ha luogo per un lato avrà 
luogo anche per gli altri due. Per un trilatero l'essere coniugato equivale ad una 
condizione. 

26. I lati di un triangolo coniugato non sono altro che le polari miste delle 
coppie di vertici di un triani;olo coniugato. Questo triangolo è costituito dai punti 
di contatto dei lati del trilatero con le poloconichc miste. 

21. I qu.ittro trilateri contenuti in un quadrilatero inscritto nella Hossiana , 
Simo coniugati. 

28. I trilateri diagonali dei quadrangoli circoscritti alla Gaylcyaua , sono 
coniugati. 

39. Si può fare un quadrilatero tale che i suor quattro triangoli siano coniu- 
gati : questi quadrilateri sono in numero quattro volto inOnito ed i loro triangoli 
diagonali sono coniugati. Essi sono i quadrilateri associati (v. Memorie p 266) 
ai quadrangoli coniugati. 

30. In un quadrangolo coniugato le terne di lati concorrenti nei vertici sono 
coniugate. 

3. Scopo della nota Teoremi sui ftisci di curve del lerzo ordine (pubblicati nello 
st.!S80 volume della precedente; v. Memorie p. 52-53) è l'esposizione di proprietà 
dì alcuni luoghi covarianti a un fascio di cubiche e in ispecic all'inviluppo dello 
Ilcssìane di queste. Sarebbe prezzo dell'opera ricercare le proprietà analoghe per 
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le curve piane di ortlinc superiore e per le superficie, ricerca che non crediamo 
sia slata ancor falta. 

i. Cliiamiamo 1, 2, 3, 4 i vertici, &,AjAj i punti diagonali di un quadran- 
golo completo , r una reità del suo piano. Fra i punti della retta e le coniche 
circoscritte al quiidrangolo si può stabilire una corrispondenza proieltiva tale che 
ai punti r-Ai A, , r-A,A, , r-A,At corrispondano le coniche degeneri del fascio 
cioè risp. 23-14 , 31 '?4 , l'^-Si. Sia un punto arbitrario del piano; per esso 
passa una conica del fascio : chiamiamo p il rapporto anarmonico che essa forma 
con le tre coniche suddette. Su ogni retta l uscente da si determini un punto M 
tale che formi colle tracce su ( dei Iati del triangolo A, A, A, il rapporto anar- 
monico p ; il luogo di questo punto è una conica passante per e che diremo 
conica di 0. 

Fissata la proieltÌTÌ(à nell'anzidetto modo ad ogni punto della retta r cor> 
risponde una conica del fascio ; facendo ruotare r attorno ad 0, lu conica corri- 
spondente descrive un fascio proiettivo a quello descritto da r, e questi dne fasci 
generano una curva del 3° ordine che si dice cubica di 0. La conica e la cubica 
di passano per e hanno ivi comune la tangente, a cui si dà il nome di rcKa 
di 0. Ogni retta del piano è retta di suoi tre punti; se quella descrive un fascio 
di centro , questo percorreranno una curva di 4° ordine passante per , non 
avente punti singolari e che si dice curva di 0. 

Dato un fascio siiigetico di curve del 3' ordine la Jacobiana del fascio e di 
una retta qualunque r é una curva di 4" ordine la quale ha dodici Sessi nei ver- 
tici dei triangoli sizi^elici ; essa è curva di quattro determinati punti i quali 
sono in una retta r' e formano un rapporto equianarmonico. La Jacobiana ha altri 
dodici flessi che sono punti sizigetici per un secondo Tascio di curve di 3° ordina 
e la curva si può considerare come Jacobiana di questo e della retta r'; le retta 
r,r' scambiano i loro uRlci rispetto ai due fasci. 

Le propositioni ora compendiosamente esposte fliron desunte dal frammento 
Intitolato Alcuni tearemi sui fasci sizigelici di curve del terzo ordine (Memorie 
p. 333-331) ; però alcune dì esse si rinvengono anclie nella interessante comuni- 
cazione Si>pra una certa curva del quarto ordine (Memorie p. 204-505) fatta dal 
Caporali all'Accademia dì Napoli il 9 Dicembre 1882; la quale comunìcaEÌone , 
al dir dell'autoro, era destinata a preludere a una trattazione metodica delle pro- 
prietà di quella curva : il rnunmento testò analizzato porge gli elementi per una 
divinazione di questo lavoro che sgraziatamente l'autore non scrìsse (*). 

5. Occupiamoci ora dei frammenti Sulla teoria delle c\irve piane del quarto 
ordine (Memorie p. 344-318). 



(*) Oltre a quelli testi esaminati, tratta di eurrs del t«rzo ordiae lo scritto di 
cui ci occuperemo nel n*> 18. 
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Tarli son gli argomenti trattati nel I di essi. Anzitullo il Caporali capone 
alcuRQ propriclA dei gruppi di punti coniugati rispetto a una quartica analogliQ 
in pnrte a quelle che si rinvengono nella nota analìEiata nel n.* 1 di questa ras- 
segna. Poi si occupa delle proprietà polari di una curva di quarto ordine intro- 
ducendo la nozione di Polohessiana e di Polocnylcyana di un punto (queste curve 
sono li) Hessinna e la Cnyloyana di quQl punto rispetto alla sua prima polare). 
Infine studia, mediante coordinate, alcune particolari curve di i* ordine, con ispe- 
cialc riguardo al modo in cui 8Ì particolariizano le forme invariantivs delle ter 
DHfie biquadratiche che le rappresentano. 

Il II Frammento si compone di tre paragrafi completamente indipendenti l'uno 
dall'altro e che quindi riassumeremo separatamente. 

S 1. Il luogo dei punti le cui coniche polari rispetto a una curva f di i" or- 
dine sono coniugate rispetto a una conica (inviluppo) A è una conica a (*] che si 
dirà polare di A rispetto a f, mentre A sì dirà Tnnlipolare di « rispetto ad f. 
Se la conica polare di A è coniugata a B, la conica polare di questa sarà con- 
iugata a quella : due coniche in queste condizioni si diranno congiunte. Se la co- 
nica antjpolare di a è coniugata a ^, la conica antipolare di questa sarà coniugata 
a quella : due coniche in queste condizioni si diranno a»socÌale. Chiamando anli- 
polo di una retta il suo polo rispetto alla conica anttpolare di essa (essendo la 
retta considerata come conica degenere), si trova che l'inviluppo delle rette aventi 
il loro antipolo su una retta data è una curva di 3* ordine (la cubico anlipolare 
di quella retta) e l'inviluppo delle rette che contengono il loro antìpolo è una 
curva di 4* classe. 

Riprendeuilo poi la considerazione della Polohessiana e della Polocayleyana 
di un punto (cfr. sopra) Va. dimostra che quando un triangolo apolare (tale cioè 
che la retta polare mista de' suoi vertici è indetermioata) ha un vertice fisso, gli 
altri duo percorrono la Polohessiana del primo mentre il lato opposto ne inviluppa 
U Polocayleyana. Se la Polohessiana del punto A passa per B, la Polohessiana di 
B passerà per A. Il luogo dei punti posti sulle loro Polohessiana non è che l'Hes- 
siana della curva data. 

Infine l'a. considera l'inviluppo delle rette che secano la curva in quattro 
punti armonici o equianarmonici e ne determina alcune proprieti. 

§ 2. In questa seconda parte (che, se non erriamo, è di non lieve importanza) 
il Capurali studia le quartiche come generate da due lasci di curve di secondo 



(*) Similmente : Il luogo dei punti le cui coniche polari rispetto a una corra 
d'ordine n sono ooniagate rispetto a una conica é una curva d'ordine n— 2. Se p. e. 
0=8 il luogo b una retta ; in questo modo ad ogni coaica oorrisponde una determi- 
nata retta , ma Tìcerersa ad ogni retta corrisponde an sistema linear* oo* di coni- 
che, eco. 
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ordine e, da!le proprietà dei sistemi di coniche, no deduce alcune delle curve di 
quarto ordine ; in particolare egli si occupa di iisscgnarc i vnrii casi in cui le 
curve generate actiutstano dei punti dopiiii e delle cuspidi. 

5 3. L'ultima parte è dedicata allo Btudio delle quartiche oinulogico-armoni- 
che col Bussidio di considerazioni stercoinctriciie. Si considerino tutte le coniulic 
di un piano rispetto alle quali un punto e una retta fissi sono polo e polare; esse 
formano un sistema lineare oo' che si può riferire proiettivamente ai piani dello 
spazio. Allora a tutti ì piani tangenti di un cono quadrico corrisponderanno oo' co- 
niche quadritangenti a una quartica omologico-armonica rispetto al punto e alla 
retta dati e tutte le proprietà <Ji quelli si tradurranno in altrettante di queste. 
Si trova cosi p. e. che la quartica oiDologico-armonica ammette tre sistemi di 
coniche omologico-urmonictie quadritangenti e una serie di ìndice \i di coniche 
biosculatrici fra cui sono da annoverarsi \i coppie di tangenti di flesso. 

Chìuiliamo questo brevissimo sunlo raccomandando lo studio del frammento che 
ci ha occupati a chiunque vnglia approfondire Io studio delle curve di quarto ordine. 

6 ]l Bertini, nella nota intitolata Oiia nunvi proprietà della curve, d' or- 
dine n con un punto (n - 2}-pIo (R. Accademia dei Lincei, Rendiconti, Serie HI, 
T. 1 , 1811 , p. 92-96) ha dimostralo che u pei 2('i - I) punti dì contatto delle 
tangenti condotte a una curva d'ord'ne n da un suo punto (n — ■2)-plo passa- 
no oo"~»' curve d'ordine n-s aventi per punto (n-s — •2)-p!o s. Questo inte- 
ressante teorema condusse il Caporali a una ricerca più generale i cui risultati 
son consegnati nella nota Sciite tangenti contioKe ad una curai algebrica piana 
da uit suo punto mulliplo (ttend. della It. Acca'Iemìa di Napoli , Giugno 1881 ; 
Memorie p 164-110) la quale è una delle piìi notevoli che egli abbia scritte. 

Lo vedrà facilmente il lettore dai teoremi sei,'uenti che ne compendiano il 
contenuto. 

« Dato due curve F , F' risp. degli ordini »,ti' che passano per un punto 
risp. con h.k' rami, esiste una cuna d d'ordine n+n'— I la quale passa pei punti 
di contatto delle tangenti condotte dd alle due date curve, tocca nei punti co- 
muni ad F e F' le rette che li congiuugono ad e passa per ìn generate con 
ft t A' rami, con ft + ft' -1- I se in particolare è n- /i = n' — k' n . 

11 Se le due curve F , F' passano per risp. » - r , n' - r volte ed inoltre si 
segano in gruppi di r punti posti in n + 7t' — r rette uscenti da 0, i punti di con- 
tatto delle tangenti con lotto da alle due curve staranno su una stessa curva 
dell'ordine r— I. Se invece lo due curve F , F' passano per risp. n-r,n-r+l 
volte se inoltre F' contiene i punti in cui F è ulteriormente incontrata dalle sue 
tangenti in 0. la curva 6 è d'ordine n'fr-t ed ha in un punto (n -r-i-l)-plo >. 

Da queste proposizioni relative al sistema di due curve l'a. deduce quest' altra 
relativa a una sola : 

I Data una curva F d'ordine n con uti punto (n - r}-plo 0, se 

(r-l)(r-2) 
n > rs r , 
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vi è un sistema lineare oc ^ di cune 6 d'ordine n-8 clic passano 

per con « - s - 2r + 2 rami e contengono 1 punti di conlatto delle tangenti con- 
dotte da alla curva F ». 

Per r- 2 si ricade nel teorema di Ber tini. Per ii = 2p + 1 ,8 = p il teorema 
precedente mena a concludere clie « una curva d'ordine 2jj + 1 con un punto 
{ìp - l)-plo si può sempre generare con un fascio di curvo d'ordine p+ i con 
un punto (p- l)-plo e il fascio delle prime polari di questo punto i. 

Il teorema precedente si può estendere al caso in cui le tangenti in alla 
curva F abbiano ivi piij di n-r+ 1 punti riuniti in e suona allora cosi: 

a Dota una curva F dell'ordine n con un punto (n-r)-pÌo le cui tangenti 
incontrino la curva in nitri r' - ! punti, se 



n > r + i + j (28 + r' - 5) 



n. f. i--''.!f. t'^ :^2 
vi è un sistema lineare od * di curve © d'ordine n — s che passano 

per con n-s-2r + 2 rami e contengono i punti di contatto delle tangenti 
condotte da alla curva F ». 



§ 2. Superfìcie di terzo ordine. 

7. I Teoremi Bulle sxtperficie del Icrzo ordine (Rendiconti della R. Acoadeniia 
di Napoli, Maggio 1881, Memorie p. IS'^-lfìS) presentano delle analogie coi Teo- 
remi sulte cuice del terzo ordine dianzi discorsi (n." 1) pcrcbè trattano di sistemi 
di punti i quali godono di proprietà simili a quelle delle coppie e terne di punti 
coniugati rispetto a una conica. Le dcfìnÌEÌoni di terne di punti coniugati, di te- 
traedri e di pentagoni coniugati rispetto a una superficie cubica presentano tanta 
analogia con quelle riportate nel n." citato che non è necessario trascriverle qui ; 
scorriamo piuttosto i varii §§ del lavoro di Caporali per rilevarne i punti piìi 
salienti. 

Il $ I contiene delle belle proprietà dei tetraedri coniugati contemporanea- 
mente a una euperlìcie di ì" ordine e a una di 3". Troviamo fra queste le due 
seguenti : a Se il tetraedro principale di una curva gobba di quarto ordine e di 
prima specie posta su una superficie di terzo ordine e inscritta in questa, i piani 
tangenti alla superQcie nei vertici fanno fascio attorno a una retta della supertlcie; 
se una superficie di terzo ordine passa per gli otto punti comuni a tre quadriclie 
aTenti un tetraedro coniugato comune inscritto nell-i superlìcie, i piiini tangi^nti alla 
superficie nei vertici di questo tetraedro concorrono in un punto della superficie n. 

Nel S 2 sono studiali i pentagoni coniugati rispetto a una superficie del terzo 
ordine- Di questi oo* sono anclio inscritti alla superficie , sono quelli i cui punti 
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diagonaU appartengono alla superficie stessa ; è notevole che i piani tangenti alla 
superficie dei Tertici di uno di questi pentagoni corrispondono a questi vertici ri- 
spetto a un determinato complesso lineare. 

È pur degno di speciale menzione il teorema : t 1 punti di contatto dei cinque 
piani che si possono condurre per una retta di una superficie di terio ordine a 
toccarla altrove , formano un pentagono coniugato e banno quindi per punti dia- 
gonali dieci punti della superficie i, teorema di cui è manifesta l'anulogia coll'altro : 
1 1 punti di contatto delle tangenti condotte a una cubica piana da un suo punto sono 
Tertici di un quadrangolo coniugato i cui punti diagonali appartengono alla curva s. 

Nel S 3 ed ultimo, sono considerati i pentagoni coniugati a una superficie di 
quarto ordine con particolare esame del caso in cui questa sìa l'Hessiana dì una 
superficie di tereo ordine; notiamo, come quella di magijiore importanza, la pro- 
posÌEÌone : « I venti sette pentagoni formati coi punti d'incontro delle rette dì una 
superficie dì terzo ordine prese a due a due , sono coniugati alla Hessiana della 
superficie e quindi a tutte le superficie di quarto ordine che contengono la curva 
parabolica di quest'ultima (') t. 

8. Altri studi! del Caporali sulle superficie cubiche rimasero inediti; ecco 
in breve il tema di uno di essi : Sia data una superficie di 3" ordine F con quattro 
punti doppii la quale sia rappresentata univocamente su un piano i; e sia un 
punto arbitrario dello spazio , alle oo* terne di punti di F allineati col punto 
corrisponderanno in k altrettante terne di punti : studiare il sistema da queste 
formato. Al lettore non isfuggirà certamente l'analogia che presenta questo pro< 
blema con quello trattato dal Rantor nella memoria t/e6cr eine ein-drcideuiige. 
Abbildung einer Fldchcn dr'utcs Ordnung (Journal f. d. r u. a. Mathematik, T. 
XCV, 1883, p. IÌ7-16Ì); ma il Kantor trattù delle terne analoghe che si otten- 
gono proiettando una superficie di 3* orilinc (e 3* clasae] avente tre punti bipla- 
nari nell'intento di scoprire delle proprietà dei gruppi di punti su una cubica piana. 

Riportiamo ancora i seguenti teoremi relativi alla configurazione formata ilallo 
rette e dai piani tritangenti di una superficie cubica, i quali sono forse non tutti noli: 

a) Tolte dalle 27 rette di una superficie di 3' orJiue le nove retto comuni 
a due triedri conjugati , rimangono 18 rette clie in tre modi diversi si possono 
distribuire in una biscstupla e in sei rette d'un iperboloide. 

b) Tolte dalle 21 rette dì una superficie di 3" ordino, sei rette di un ìper- 
boloide le rimanenti si possono in un sol modo distribuire in una bisestupla e in 
nove rette comuni a due triedri conjugati. 

e) Tolte dalle 21 rette di una superficie di 3° ordine lo rette di una bisestu- 
pla , le rimanenti si possono in dieci modi diversi distribuire in sei rette di un 
Iperboloide e in nove comuni a due triedri conjugati. 



(*) Altre invesUgazionl snlle superficie cabìebe ai trovano nella nota SuH'csneàro 
completo di cai parleremo nel seguente n." 14. 



y Google 



d) Tolte le sei rette allogate su due piaoi tritangenti, le rimaneati si pos- 
sono distribuire in 3 modi divelli in una bisestupla e nelle nove rette di un trie- 
dro di ì* specie. 

e) Ti Bono 2160 triedri di 2* specie; essi si distribuiscono ia 36 gruppi 
di 60 coordinati alle 36 bisestuple. 

$ 3. Trasformazioni piane involutorie' 

9. É noto ohe il Ber tini intraprese per primo lo studio metodico delle tra- 
srormaziont piane ìnTolutorìe ; egli si proposo specialmente di far dipendere tutte 
le corrispondenze di tale specie, mediante trasformazioni quadratiche, da un certo 
numero di invoIuEÌoni tipiche (v. Annali di matematica, Serie 2.' T. Vlll'e Bend. 
dell'Istituto Lombardo 1880). 

Il Caporali, nella breve nota Sulle (ros/brmoz/om pione nnivoche involu- 
torie (Rendiconti dell'Accademia di Napoli, Settembre 1819; Memorie p.1t6-125) 
additò un metodo dì investigaiioDC all'atto diverso, esprimendo ti desiderio a die 
altri, riconoscendo l'importanza dell'argomento, lo approfondisse spingendosi nella 
Tìa da lui proposta o mostrandone la poca convenienia d. L'appello che egli rivolse 
ai geometri non rimase senza risposta; cr la nuova forma, più semplice e più ele- 
gante, che il Bcrtini potè dare (v. Rend. dell'Istituto Lombardo 181)3) alle sue an- 
tiche ricerche servendosi delle osservazioni del Caporali, dimostrano come non fosse 
fondata la modesta congettura che il nostro autore faceva sulla non convenienza 
del sej:uire lo sue tracce. 

Il concetto principale che il Caporali pose a fondamento della nuova trat- 
tazione delle involuzioni (e sul quale proponeva di fondarne una classìflcazione di- 
versa dall'ordinaria) b quella rii classe, con questo nome egli designava il numero 
delle coppie di punti corrispondenti situate su una retta arbitraria. Insieme alla 
classe egli introdusse la considerazione delle curve il ognuna delle quali è il luogo 
delle coppie di punti corrispondenti allineati con un punto fisso ; il modo in cui 
esse si comportano sia in generale, sia quando è un punto fondamentale, le pro- 
prietà della Jacobiana della rete che esse formano ; la considerazione della curva 
unita della trasformazione e de' punti uniti isolati di questa, convenientemente combi- 
nate servono, secondo il Caporali, a determinare tutte le involuzioni di data classe. 
Come esempio egli si occupò delle involuzioni di 1* classe (le quali non sono altro 
che quelle ottenute dal Gciser (Journal f. d. r. u. a. Mathematik, T. LXVII, 1867, 
p. 18) mediante una rete di cubiche passanti per sette punti fissi) e studia le involu- 
zioni di 4° e 8" ordino. E con procedimento simile il Bertini (nell'ultimo dei citati 
Invori) determinò tutte le involuzioni di 1' e 2* classe, e il Martinetti (Annali 
di Matematica^ Serie 2', T. XII e XIII) spinse la ricerca fino alle classi 3* e 4* (*). 



(*) Si vegga ancho il recentissimo lavoro del Berz|olari pubblicato nel T. XVI 
della 2.* Serie degli Annali di Matematica. 

voL. xxrii. 2 
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Fra le cose inedile esistono alcuni sviluppi relativi a questo lavoro nonchiì 
pnrccchi esempi di trasformazioni piane involutorie. Inoltre ti è una i^eneraliitia- 
zionc del concetto di involuzione ili cui ci sembra valga la pena tener parola : 
si chiami involuzione nel piano o nello spazio un sistema inQnito di gruppi di 
)iunti tale che un determinato numero di iiunti individui un gruppo che tutti li 
contiene. Studiare questo sistema dirigemlo la propria attenzione alle linee o su- 
perfìcie luoghi di infiniti gruppi dei .sistema è un problema interessante che occupò 
il nostro autore in alcuni casi particolari, ove sempre fece l'ipotesi che tutti i punti 
di un gruppo fossero allineati con un punto Asso ; altri casi particolari citammo 
nel n.o 8. Possa questa rapida indicazione svegliare in qualcuno il detiiderio di pro- 
seguire nella direzione che il Caporali ha additata. 

§ 4. Rappresentazione di una superfìcie au un piano. 

10. Il primo cenno delle superfìcie del quinto ordine con una curva doppia 
dello stesso ordine si trova nella nota che chiude la memoria di Clebsch Vcher 
den Ztisammcnliang einer Klnssc von FiàchenabbUdungen mit der Zweiiheilvng 
der AbeCschm Funclionen (Math- Annalcn, T. Ili, 1811, p. 45-1S) ; ivi è fatto co- 
noscere come la superficie si possa rappresentare su un piano mediante un sistema 
di cubiche passanti per quattro punti fissi ed è attratta la attenzione dei geometri 
sulla notevole distribuzione in terne doppie delle dieci rette della superfìcie. 

Nello slesso volume dei IHathemiUisvIie Annalcn il Niitlier (nello scritto Vubef 
die eindeulìyen HaumtransforiaaJ,ionen inabesonUere in ìhre Anwiiidang au/' die 
Abbildung aigebraiieher Ftaclie, p. S74), dallo studio del caso speciale della tra- 
sformazione biraziooale di terzo grado corrispondente all'ipotesi che la scstica 
fondamentale di uno dei due spazi sì spezzi in una cubica gobba, una retta e una 
conica, ricava la dimostrazione degli enunciati di Clebsch. 

Poco dopo il Cremona notò (nel lavoro Veber die Abbiidang algebrahcher 
Fioche, Uath. Annalen, T. IV, 1871, p. :222-3; come quella stessa trasrormazione di 
terzo grado considerata da No the r mutassQjiua quadrica contenente laconica fon* 
dameiitale in una delle superficie di quinto ordine di cui è parola. Questa osserva- 
zione lo condusse tosto alla determinazione delle rette e delie coniche della super- 
ficie ; facendo poi la proiezione stereografica di quella quadrica pervenne, per un 
cammino di.'erso da quello a cui alluse Clebsch, alla rappresentazione piana 
della superficie che questi aveva indicala. 

ìjenza ricorrere alla teoria delle corrispondenze univoche fra due rurieti, le 
proprietà delle supcriicie relaltve alle rette e alle coniche in essa contenute l'uron 
dimostrate, assieme ad altre, contemporaneamente (*) da Sturm nel suo lavoro 
Veber die Flàcfim mit einer end[i'c/ic» Zahl von {p-infaclien) Gcradcn, vorzugweisn 



(*j Gli leniti di Cremona e di Stnrtn portano entrambi la data 1° Giugno 1871. 
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die der vierlea und fUnften Ordnung (Math. Annalon, T. IV, p. 249-283 ; v. spe- 
cialmente n.o 36, p. 278-280). 

Tali sono le ricerche fatte sulle superficie in questiene prima del ISIS. In 
questo anno il Caporali fece 4i queste il soggetto della sua Dissertazione di lau- 
rea {Sulla superftie del quinto ordine dolala di una cuna doppia del quinto 
ordine; Annui! di Matematicìt, 2' Serie, T. VII; Memorie p. l-*6). 

Questo lavoro si avvicina specialmente a quelli di NJittier e Cremona in 
qiiantochÈ studia la superficie sulla sua rappresentazione pinna , e questa ottiene 
stabilendo ilirettumente una notevole trasrorinazione bìrazionale ^a due spazi Z e 
S ; nella quale ai piiini di uno, 1, dei due spnzi corrispondono le superficie <^ di 
terzo ordine clic passano per una quartica razionale fissa Q e hanno in un punto 
lo stesso piano tangente T, mentre ai piani A di S corrispondono le superficie 
V del quinto ordino aventi comuni una quintica doppia E o una conica C (secan- 
tisi in quattro punti) e per le quali un punto U, triplo per la curva £, è punto pure 
triplo. La rappresentazione di una superficie V sul corrispondente piano a si ot> 
tiene quin li subito : alle sezioni piane di V corrispondooo le cubiche che passano 
per le tracce su n di Q (i>nnlo fondainenlnli: del piano rappresentativo), il punto 
U ha per imaghie una terna di punti {punti principali del piano rappresentativo) 
e la curva K una curva iperellittica di sesto ordine avente come doppi i punti fon- 
damentali ed i principali. Questa curva iperellittica gode molte belle proprietà che 
si possono ficilmenle far scaturire da quelle della curva E. L'indole di questo ar- 
ticolo ci vieta di arrestarci ad annoverare tutte le eleganti proprietà di una su- 
perficie V cbe it Caporali ottenne studiandone la rappresentazione; ci basti no- 
tare avere egli dimostrato che una rete di cubiche piane passante per sotte punti 
arbitrari e una cnbica passante per quattro di essi, determinano un sistema lineare 
trìplicemente infinito il quale si può iutendere nato dalla rappresentasione della 
più generale fra le superficie di cui si tratta. Come chiusa al suo lavoro, il Ca- 
porali stabilisce le furmole che servono alhi rappresentasione delia superficie su 
un piano e quelle (non date da Cayley, Nother e Cremona) che individuano 
la trasformazione birazionale di spazio cbe gli servi di punto di partenza ('). 



(*j Un'altra traa formazione bÌTaiionale fra due spazi cbe il Caporali prapo* 
nevasi di studiare (come si desame da' suoi manoscritti) ha 1." per aiatema oma- 
loìde ia S i' insieme delle saperficie d'ordìae (14-2), che hanno nn punto (n + l)-plo 
e passano per una curva d'ordine (n + l)*-l-2 e genere «(2rt — 1) aventi per punto 
(n*r2)-pto, 2," per sistema omaloide in S l'Insieme delle superficie d'ordine (2n+l) 
che hanno comune una cubica gobba n-pU e una curva semplice d'ordine (f)-!-l)'.n-!-2)— 3 
e di genere n(2«-l) la quale incontra la cubica in 2(m+1)*— 5 punti. Una invece ehe 
egli studiò con molta cura è quella involotoria individuata dalle formolo 



par, = — ' (i= 1, 2, 3, 4). 
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Uoa ricerca che il Caporali non feco è quella di un procedi mento per ge- 
nerare la superficie. Un tale procedimento Tu indicato dal Darboux (nella me- 
moria Sur ima surface du cinqtiiéme ordre et sa représenfalion mr le pian ; 
Bull, des Sciences math. et astr., T. Il, 1871, p. (0-64) nel caso in cui sei reLte 
della superficie concorrono nel punto triplo, in generale dal Del Re il quale trovò 
(T. la nota Nuova costruzione della superficie del quinl'ordine dotata di curva dop- 
pia del quinto ordine, Rendiconti della R. Acc. di Napoli, 1886) essere essa il 
loogo de' punti d'intersezione dei piani di una stella colte rette corrispondenti della 
congruenza generata da due piani punteggiati proiettivi a quella stella (*) : questa 
generazione fece rientrare la superficie di cui parliamo nella classo di quelle ge- 
nerabili con forme fundamentali in corrispondenza algebrica. 

U. In principio delia memoria Veber die Flà-hna vierte Ordnung welche ein<s 
DoppelcUTve zveiten Gradps besUzen (Journal f. d. r. u. a. Matemalik, T. LXIX, 1868, 
pag. 14?-184) il Glebsch ha fatto cenno di un'idea che ci sembra di capitale 
importanza nella Teoria della rappresentazione univoca delle superficie su un pia- 
no: invece di suppor data la superficie e di dedurre dalle proprlelà di essa la rap- 
presentazione, conviene in molti casi di imagìnar dato un sistema lineare oo' di curve 
algebriche piane e, considerandolo come formato dalle imagini delle sezioni piane 
dì una supero 'i e , proporsl di determinare le proprietà di questa. La stessa idea 
si incontra nelle pagine (v. specialmente ì §§ I e 6) del lavoro posteriore Veber die 
Abbildnnfi algcbraiechi^r Flachen insftesondei'e der vìcrlcn und funflen Ordnung 
(Math. Annaien, T. 1, 1869, p. SS3-3I6) nelle quali il Clebsch insegna a leggere 
sul piano di rappresentazione alcune partìcolarìlà della superficie obbiettiva. Essa 
veniva a stabilire un legame fra lo studio delle rappresentazione di una superficie 
su un piano e quello di un sistema lineare triplicemente infinito di curve piane , 
il quale permetteva di tradurre ogni proprietà di una superficie suscettibile di rap- 
presentazione univoca su un piano in una ili questi sistemi. Questa idea, come la 
maggior parte di quelle che stabiliscono una relazione fra due campi di ricerca 
apparentemente eterogenei, ha un grande valore; essa fu completamente sviluppata 
dal Caporali nella memoria Sui sistemi lineari triplamente infiniti di curve al- 
gebriche piane (pubblicata nella Cotleclanea mathematica in memoriam Dominici 
CAelini, 1881 ; Memorie p. 111-203) che ora riassumeremo. 

I sistemi lineari considerati dal Caporali hanno! punti fondamentali fra loro 
indipendenti. Si può inoltre supporre che non vi sia alcuna curva (/'ondamenfnle, 
cioè) tale che non sia incontrata in punti variabili dalle curve 4 del sistema, che, 
ove questa condizione non fosse soddisfatta, assoggettando il piano a una conve- 
niente serie di trasformazioni quadratiche, si finirebbe sempre per ottenere o un sl- 



(*} Già il Caporali aveva notato (n.* 18 della Dissertazione) ohe si può sta- 
bilire una corrispondenza anivoca fra i punti della enperfioie e i piani passanti poi 
ano ponto triplo. 
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sterna sema curve fondamentali oppure uno con due punti rondamentali congiunti 
da una retta fondamentale, caso quest'ultimo che si dere studiare direttamente o 
Io si può senza gran fatica. 

Le Jacobiane V delie e»' reti contenute nel sistema delle curve 4 formano un 
nuovo sistema lineare di curve d'ordine 3(n — 1) (se n è l'ordine delle 4): invece 
la Jacobinna di una delle »' reti contenute nel sistema delio curve T è formata 
da una curva <!■ e dal luogo delle cuspidi delie curve <!■, Se si astrae da questo 
luogo, fra i due sistemi della 4> e della T vige perfetta reciprocità: intanto si trova 
cho detto luogo è d'ordine i(2n-3) e passa 4(2r— I) volte per ogni punto fon* 
damentale r-plo e due volte per quei punti di cui ciascuno ha per polari rette ri- 
spetto alle curvo (^ i raggi di un fascio. 

Il sistema di curve €■ si può sempre considerare come costituito dalle ìmagìni 
delle sezioni piane di una superOoie £ ; le curve V sono allora le imagini delle 
curve di contatto di £ colle sue tangenti che passano por un punto dello spazio. 
L'ordine di £ è eguale al numero N delle intersezioni mobili di due curve 0, e il 
genere delle sue sezioni piane è eguale al genere p delle curve «t. 

Dallo studio di quanto accade noi piano rappresentativo si trae che i coni cir- 
coscritti a £ sono del genero 9p— o+I (se o 6 il numero de' punti fondamentali), 
d'ordine 2 (N + p - 1) e di classe H + 4p + a- t : le formolo di PI il ck or danno 
subito lo altre caratteristiche di questi coni e i risultati ottenuti, interpretati nel 
piano rappresentativo, conducono a concludere quante curve (^ di una rete siano 
dolale di una cuspide e quanto di due punti doppii, quante reti di curve <t con- 
tengano dei fasci di curve che si osculano o hanno fra loro un doppio contatto. 

F _« • 1. . j ■ j. ,■ (N-l){N-2) 

La superOcie 2 ha una curva doppia d ordine ^ - p , di genere 

^ +p{IS-12) + 2(a-l) con 2(IÌ+4j)-o~l) punti cuspidali. L'imagine 

di essa è una curva d'ordine (N~i)n4-3 che passa (N — 4)r-t-l volte per ogni 
punto fondamentale r-plo ; tale imagine è il luogo delle coppie di punti del piano 
rappresentativo che non determinano un fascio di curve: l'inviluppo delle rette de- 
terminate da queste coppie di punti è della classe (N — 4)(n- I) - 4p + a. La au- 

pcrflcieSha dei punti tripli il cui numero [g(N- I)(N»- 8N-)-18) -p(N~ 8) - o] 

si determina direttamente mediante la considerazione delle seconde polari de'punti 
dello spazio; ogni punto triplo ha per imagine una terna di punti: resta in tal modo 
risoluto il problema piano x trovare il numero delle terne di punti dei piano di 
rappresentazione per ciascuna delle quali passa una rete di curve ». 

11 risultato dianzi accennato sul luogo delle cuspidi delle curve O conduce 
(osto ad assegnare l'ordine e il genere della curva parabolica di Z. Dello stesso 
genere è la sviluppabile formata dai piani staEionarii di S, la classe di essa fu gi& 
determinata, il suo ordine si pud stabilire direttamente, in conseguenxa si hanno 
clementi Bulllcienti per assegnare le altre caratteristiche di essa ; interpretando 
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C|ucsti risultati nel piano si ottiene il numero dolle currc 4> dotate di un contatto 
di due rami (tacnode). 

Fra le curve 4>, oo< hanno due punti doppii ; il luogo di questi è l' imagino 
della curva di contatlo della sviluppabile bitangeiite di £ ed è dell'ordine 

3(n-I)(N + 4p + o)-31n + 42, 

la curva di contatto è d' ordine 

2(N + p - 1) (N + 4p + 0) - n N - 28(p - 1). 

Se no deduce il numero delle curve <t dotate di un punto doppio e di una cuspi- 
de. Similmente dal numero dei piani tritangenli di £ si desume il numero delle 
curve * con tre punti doppi. 

Le proposizioni precedenti esigono delle modiflcasionl in casi particolari. Cosi 
ogni punto fondamentale semplice diminuisce dì un'unità il numero delle curve 4> 
di una rete dotata di due punti doppìt e di N-fip + a — 8 unità il numero delle 
curve * dotate di tre punti doppii, ecc.; invece quest'ultimo numero ó diminuito 
di due unità da ogni punto fondamentale doppio, ecc. Inoltre vi son dei casi in 
cui le dimostrazioni di esse cadono in difetto, onde, se non si buda, s'incontrano 
dei risultati contraddittori i. 

La memoria ora analizzata si chiuile coll'enumerazione delle superficie dei primi 
sei ordini rappresentabili mediante sistemi lineari della natura deHnita in princi- 
pio. (*) Un problema importante si presenterebbe ora : quello di ricercare come 
si modifichi il contenuto della memoria dì Caporali quando si tolgano le restri- 
zioni che egli fece sulla disposizione dei punti fondamentali. 

Porremo qui la notizia che alcune pagine manoscritte dimostrano che il Ca- 
parali aveva in mente una nota Sullo superficie di Pliickcr nei complessi di 
2° grado la quale doveva contenere una serie di forniole , che, al dir dell'au- 
tore, sarebbero state un sussidio non inutile al lavoro di Rlein Vcber die Ab- 
bildung der Compleaiflàchc vicrlen Ordnung unii vierli-r Classe (Matb. Annalen, 
T. II, 1870, Zlì-ZlZ) a, nota di cui però non si trovano che i preliminari. 

§ 5. Geometria della retta. 

12. Scopo della memoria Sui compIeRsi e suite congruenze di 2." grado (Me- 
morie della R. Acc. dei Lincei 1 811-18; Memorie p. S(-85) è di siabilire mediante 
considerazioni geometriche quella rappresentazione del complesso dì 2o grado sullo 

(*) Ke! manoscritti del Caporali trovammo anolis fatto ceono alta aaperGeie 
di 6" ordine avente una linea doppia composta di una quartica di 1* speeie e di tre 
sue corde concorrenti in nn punto ; trovammo anche inieisto , ma non compiuto , lo 
studio di questa superficie dal punto dì vista dalla sua rappresentazione piana. 
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spailo ordinario di cui il KìeJii foce note le Torniole nello scrìtto del Nother 
(Zur Tlieorle dcr algebraischen Func{ionen melirerer contplexen VarLabetn, G6t- 
tinge Nachrichten 1869). Per raggiungere tuie intento il Caporali comincia dallo 
studiare una mppriisontazione unìvoca di una congruenza quadratica su un piano 
e precisamente quella in cui ad ogni rettii della congruenza si fa corrispondere la 
sua traccia su un piano singolare ; scrvenJosì delle relazioni più elementari che 
passano Tra gli clementi singolari del sistema di raggi , egli trova le proprietà ca- 
ratteristiche della rappresentazione e le reriQca poi mediante le formole che ser- 
vono a stabilirla. Queste proprietà gli permettono di mostrare che le congruenze 
quadratiche contenute in un complesso di 2" graJo o aventi comuni un fascio di 
rette formano un sistema trìplicemente inGnito tale clic : l." due qu.ilunque di esse 
hanno comune una sola retta variabile, 2"; tre rette qualunque del complesso de- 
terminano una di esse. Facendo corrispondere queste congruenze ai piani dello 
spazio si ottiene la cercata rappresentazione univoca del complesso quadratica sullo 
spazio punteggiato. 

Di questa rappresentazione il Caporali determina le proprietà più salienti 
e trova le formole che la stabiliscono nell'ipotesi di coordinate dì rette affatto ge- 
nerali, facendo notare come esse rientrino in quelle di Klein se le coordinate 
sono le ordinarie tetraedriche. Fra i risultati interessanti che la memoria in que- 
stione racchiude, noteremo la dimostrazione dell'esistenza di sedici sistemi oe* di 
rigate di terzo grado e di dieci sistemi •»* di iperboloidi contenuti in ogni coo- 
gruenza quadratica e quella di quaranta complessi tetraedrali in cui è posta ogni 
tale congruenza. L'iu trova anche (§ S, n." 47) oo* tetraedri contemporaneamente 
inscrìtti circoscritti a una superficie dì Kummer; essi però non sono gli unici 
tetraedri dotati di questa proprietà avendo il Klein dimostrato che sono osi (v. 
la recente memoria Beber CoiifiguroUanen wdche Ucr Kumni(r'sehen FlSchen zu- 
gteich cingesetirieben unii umgcschricben aind. Hath. Annalen T. XXVII, 1886, pa- 
gina 111. Cfr. anche Uath. Annaien T. XV, 1879, p. '4 nota). 

Alcuni fogli manoscritti contengono le prime linee della soluzione del problema: 
Studiare come si modificano le rappresentazioni su un piano di una congruenza 
quadratica, sullo spazio dì un complesso quadratico, quando l'ente rappresentalo 
8i specializza in uno dei modi noti. Ron crediamo che questa questione sia poi 
stata trattata da altri, mentre forse potrebbe essere interessaute il risolverla. 

13. Nel lavoro Sopra i eislemi linnari iriplammle infiniti di curve algebri- 
che piane il Caporali dimostrò (cfr. il n." II del presente articolo) che un sì- 
steniu lineare <x>' di curve algebriche di ordine n e di genero p, avente o punti 
fondamentali, sì può sempre considerare come composto dalle iinngini delle sezioni 
piane di una superficie algebrica L dì ordine e){ualo al numero N delle intersezioni 
mobili di duo curve del sìEtema. Se si congìungo ogni punto del piano fi del si- 
stema al punto corrispondente della superficie I si ottiene una delle congruenze 
che il Caporali ha studiate nella nota Sopra alcuni sistemi di rene (Rendiconti 
delia B. Accoden"'» di Napoli, Novembre 1879; Memorie p. 156-134). 
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La congruenza 6 in geaernle d'ordine N + n + t e di classe n ; essa hn nel 
piano n una cur^a di raggi di elasse N + n , di genere p e d'online 2(N+n+p-!). 
La sua superficie focale è di classe 2(Jn + p-2), dì rango N + 6« + 4p + o-4 
e d'ordine 2(N + 2n+p — 1); ha per punto 2r-plo ogni punto foodamentale r-plo 
del sistema lineare dato ; e ha comune col piano II , oltre la suddetta curva dì 
raggi, una curva di cootatto d'urdine n. Queste coDclusionì (e le altre elio ìl Ca< 
poralì dimostra e che noi, per brevità, passiamo sotto silensio) subiscono delle 
modiflcaEioni assegnabili Tacilmente quando il piano II contiene un punto coinci- 
dente con quello che gli corrÌFtponde sulla superflcie S. Era intenzione dell'autore 
di servirsi dei risultati ottenuti per studiare le congruenee di 3* classe , ma non 
Io fece. 

11. Yolgiamoci ora alla memoria Introduzione alla teoria delio spazio rigalo 
(Uemorie p. S70-3IS) che ìl Caporali compose assieme al Prof. Pasquale 
del PezEO. 

Come lo indica il titolo , fine dì questo lavoro è di gettare le basi di una 
trattasione metodica delia Geometria della retta , k dunque quello stesso che il 
De Paolis si propose nella prima parte de' suoi Fon({amen(i dt'unn teoriadello 
spazio generato dai complessi lineari (Memorie della R. Accademia dei Lincei, 188S); 
i mezEi usali sono però totalmente diversi come ìl lettore facilmente arguirà dal 
breve riassunto che passiamo a dare della memoria di Caporali e del Petso. 

Quando per due tetraedri avviene che i veriici del secondo siano sulle facce 
del primo e tre facce di quello passino pei vertici omologhi di questo , anche la 
quarta faccia passerà per il quarto vertice. Ne discende che tre punti e i loro 
piani corrispondenti determinano una reciprocità involutoria nella quale due qua- 
lunque elementi corrispondenti (punto e piano } sono incidenti ; è sottìuteso che ■ 
tre punti dati stanno sui loro piani corrispondenti e che ìl piano determinato dai 
tre punti passa pel punto comune a' tre piani dati. In tale corrispondenza se un 
punto percorre una retta il punto corrispondente descrive un fascio attorno alla 
retta recìproca. Due rette reciproche non s'incontrano mai; se hanno un punto 
comune coincidono. In ogni pinne stanno <»' rette reciproche dì sé stesse , tutte 
quelle che passano pei punto corrispondente a quel piano ; le w> rette recìproche 
dì sé stesse che così si ottonarono formano un complesso lineare. 

Quattro punti qualunque dello spatio sono vertici di un tetraedro contempo- 
raneamente inscritto e circoscritto a quello che ha per facce i piani corrispon- 
denti a quei punti; le rette del complesso proiettano i vertici (o secano le facce) 
dì due tali tetraedri con (in) quaderne proiettive dì piani (punti). Vi sono nello 
spazio OD* complessi lineari ; ognuno è determinato quando se ne conoscano cin- 
que rette, oppure quando si conoscano tre punti e ì tre piani corrispondenti pur- 
ché il piano passante per quelli contenga il punto d'intersezione di questi. La retta 
è uno speciale complesso lineare. 

Da queste proposiiionì si possono agevolmente far derivare le proprietà pro- 
iettìre più cospicue delle cangruenze lineari e delle schiere rigate, la nozione dei 
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complessi in involuzione , ecc. Notiamo solo il seguente teorema : t Quando due 
tetraedri sono insertiti e circoscritti ad un terzo, le congiuni^enti delle coppie di 
vertici opposti e le intersezioni delle coppie di facce opposte, hanno due trasver- 
sali comuni «. 

Due tetraedri T e T' inscritti e circoscritti l'uno all'altro danno origine a un» 
conQì^iiriizionc dotata di molte belle proprietà In cui esposizione forma la parte 
più importante della memoria che analizziamo. 

Nel riassumerle aggiungeremo del nostro alcune formolo che permetteranno 
al lettore di riscontrare l'esattezia degli enunciati che riporteremo. 

he coordinate dei vertici A,- , Aj' (i=l, 2, 3, 4) dei due tetraedri T , T' si 
possono sempre supporre scelte cosi: 

A,(l ,0.0,0) A',(0 , c,| , c,j . c.O 

A.(0 , i , , Oj A'.C^, ,0 , c„ , p„) 

A,(0 ,0,1,0) A',(c„ , fiat . , c„) 

A.CO ,0,0,1) A\(c„ , c„ , C4, , U ), 



colla condizione 



hCt;=(). 



La rotta p, In cui s'Intersecano le facce o(;,o/ (rlsp. opposte ad A/ , A/) dei 
due tetraedri incontra le facce «^ , a^' in due punti P^ , P,V (P^^ essendo differente 
da Pi,), aventi per coordinate 

Prt (a:, = , !Ct = , <r,= c„ , cc„ = c^J 
l",A(a=i-0 . a)j = p,j-j£- , x, = c,i , x„=etJ) 
OTe i,k,l,m è una permutazione di I, 9, 3, 4 e si è posto per abbreviazione 

C = C„C„ + f„C„ + C„f„. 

I punti V e P' sì distribuiscono sei a sei sulle quattro rette p , due a due 
sugli spigoli dei tetraedri, e due a due sulle dodici congiungenti ì loro vertici non 
omologhi ; essi sì possono organizzare in tre coppie di tetraedri contemporanea- 
mente inscritti e circoscritti l'uno all'altro del tipo seguente : 

VOL. XITII. 3 
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Di questi teoremi esistono i correlativi : Io Btesiso può ripetersi per tutti i 
seguenti. 

I duo tetraedri T , T' sono ipcrboìoidici in tre modi diversi ; gli iperboloidi , 
colle rette che vi giacciono, sono indicati nel prospetto : 

J, A(A, . A, A, , A,'A,' , A,'A; ; A»A,' , A,A,' , A,'A, , A/A» 

J, A,A, . A,A« , A.A,' , A,'A,' ; A,A,' , A^h/ , A/A, , A.'Aj 

Jj AjA, , A,At , A,A,' . Aj'A/ ; A,A,' . A,A/ , A, 'A, , A,'A. ; 

le equazioni di questi iperboloidi sono ordinatamente 

J, c„(rjX4-Cs, flJiact-Cniria;, + c„a;ja;, = 

J, Cj, a;, ce, - e,, iCj ir, - e,, x, a^ + c„ x, ìT» = 

Jj CitXtXi- c^iCCtXt- CfiX^x^ + CuX,x, = n; 

Pei vertici dei due tetraedri T , T' pass&no se* quadridie F Tormanti uua 
relè (*) ; fra le quadriclic F (e cosi fni quelle <fr di deOnìzìone correlativa) si tro- 
vano i tre iperboloidi J, J^Jj. Le congiungenti dei vertici omologhi e le interse- 
zioni delle facce omologhe ilei due tetraedri sono otto rette che ammettono due 
trasversali comuni w , w' ; queste sono rette reciproche tanto rispetto alle qua- 
driche F quanto rispetto alle quadricbo <^. 

I vertici dei due tetraedri si possono distribuire nei quattro modi seguenti in 



(*) Questa proprietà è una traduzione del fatto analitico cfae delle qnattro eqna- 
aì fra Is sei quantità af^ = iiiit 

'^It ■^13 (^l( 



''•l «41 «U 

una è consegaenza delle altre tre. 
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una coppia di totraeclrì : 

A( A| Ag A4 , A| Aj Aj \^ 

At A,' Al A/ , A,' A, Aj' A* 

A, A, A,' A/ , A,' A,' A, A« 

A,' A,' A,' k^' , A, A. A, A, ; 

i due tetraedri di ogni coppia sono autoconiugati rispetto a una determinata qua- 
- drica ; si vengono per tal modo a introdurre quattro nuove quadriclie S,, S„ Sj, S 
Io cui equazioni sono : 

3s,' x^ a;,* x^* 



•'11 •'ij C|* e,, f jj C,i Cj, Cj, Cj* e,, C^i C^j 

CllCut <■»! C„ e,, C„ I 



*'nc„ll7," c„ c„ c„ 1 



Ciit;.|C„ Ci|C„rt, Cj,c„c„ C4, c„c„ 

ognuna di esse ò polare reciproca di sé stessa rispetto a)le altre tre e ai tre iper- 
boloidi J,,]i.J,. 

Inoltre i duo tetraedri di ogni coppia sono reciproci rispetto a un determinato 
complesso lineare ; si presentano cosi quattro complessi C, , C, , Cj , C lo cui equa- 
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c. o». _ »:»L = 

e c„p„ + c„p„ + c„p„ + c„p„ + c„i>i„ + r„p„ = 0. 

Ognuno di questi complessi è coordinnto a una delle qundriche S„ 8,, S,, S, 
e contiene, della quadrica ad esso coordiniitn, le generatrici die iacontrano t» e co', 
delle altre tre quadriclie le generatrici clic non incontrano u e iti'. 

Quattro complessi a. due a due in involuzione (r|URli sono quelli or ora con 
siderati) dAnno luogo a sei congruenze lineari . le cui direttrici formano tre te- 
traedri dei quali due spigoli opposti sono le rette comuni ai due complessi ; ri- 
spetto ad essi gli elementi dello spazio si organizzano in si»;temi di otto punti (o 
otto piani) tali che ognuno di essi si può separare, in quattro modi diversi , nei 
vertici (nelle facce) di due tetraedri inscrìtti e circoscritti l'uno all'altro. Sei com* 
plessi a due a due involutorii formano un notevole sistema le cui proprietà p\(i 
spiccate furono esposte dal Klein nel bellissimo suo scritto Znr Theorie t(cr Li- 
niencomplexc des ersicn und zwcileii Grndps (Math. Annnlen T. li , 1870, pagi- 
ne 198-326); gii autori riassumono queste proprietà aggiungendone qualcliciluna. 

Le rette del complesso C e quelle delle quadriche P e ■& sono caratterizzate 
dalla proprietà di secare le facce dei due tetraedri T e T' in quaderne proiettive, 
e dalla proprietà correlativa. 

Sia A," il polo della retta Pi rispetto al triiingolo individuato dai vertici di T 
posti sulla faccia a,. I quattro punti A," A," A," A," sono vertici di un tetrFicdro 
T" inscritto e circoscritto a T ; T e 1" si corrispondono rispetto a un determinato 
complesso ; esso porta il nome di complesso ptiliire rispello al tetniedro T del 
complesso C rispetto al quale si corrispondono T e T'; la sun equazione è: 



In tal modo ad ogni complesso lineare dello spazio ne corrisponde un altro; 
se il complesso contiene uno spigolo del tetraedro T il suo polare si riduce allo 
spigolo stesso, se esso ne contiene due il suo polare è indetermioato -, se Soal- 
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mente le Bue coordinate (coeOIcientì della bua equazione) soddisfano le condÌEÌoni 



esso è polare dì sé stesso; quindi nello spazio vi sono oe* complessi autopolari. 
In particplare a una retta di coordinate pfj^ (considerata come complesso speciale) 

corrisponde il complesso dì coordinate — , onde aOlncbè a quella retta corn- 
ai* 
sponda una retta, dovranno le sue coordinate soddisfare le equazioni 

I i _\ 

PmPu P»iP« PiiPm" 

epperò due rette polari rispetto a un tetraedro lo secano in quaterne equianar- 
monìche. 

È evidente cbe i complessi polari dei complessi di un sistema lineare non for- 
mano in generale un sistemii lineare. 

La rete formala dai complessi lineari clic contengono quelle generatrici della 
quadrica S che non incontrano le rette io , u' è rappresentata dall'equazione 

v(ai_Eii)+X"(QL-£l') + X"(H!l-C!i)=0; 

quattro dì essi sono notevoli per essere autopolari e corrispondono ai valori se- 
guenti dei parametri 

ove e', £'',£'" valgono ±\. l poli delle facce del tetraedro T rispetto a questi 
quattro complessi formuEio una configurazione notevole. 

L'ultima questione trattata nella memoria clic andifuno esaminanlo è quella 
(Ielle tru!>formazioni lineari in sé stesso di un complesso lineare (cfr. il lavoro del 
Prof. Segre Ricerche suite omogralie, e siiKc corrrlazioni in generala e yarli- 
cotanncnfe su quelle dello spazio ordinario considerale nella tjeomctria delia 
retta; Mem. della K Accademia di Torino, Serie 2V T. XXXVII, 188S^ Presi per 
vortici del tetraeiiro dì riferimento i punti uniti (supposti distinti) di un' omogra- 
fia, le equazioni di queste saranno della forma 

px/ = ii( x, ; 
questa omografia trasforma il complesso lineare 
2 Crt p„ = 
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afflncbè questo coincida con quello dovranno aver luogo le sei equazioni 

<*« (V't Itj - P) = c„ (|i, li» - p) = 

<■». (H li, - p) = c„ (m [it - p) = 

Ci» (;*, (i. - p) = c„ (n, 114 - P) = 0. 

Il modo [jiij generale di soddisrarlo consiste nell'annullare r dei secondi fat- 
tori e 6 — r dei primi. Prendendo r= 1 il complesso risulta speciale. Anche pren- 
dendo r = 2 in generale il complesso risulta speciale, tranne qu;indo si annullino i 
secondi fattori in due equasionì poste sulla stessa oriszontale ; Tacendo ad es. 

H, H, - p = li, it» - p = c„ = c„ = r„ : : c„ ; 

l'equBiione del complesso diviene 

e«i*u + cul*« = 0, 

eppcrò gli spìgoli A|A, e A^A, del tetraedro unito sono rutto conìu^^ate rispetto al 
complesso, mentre gli altri quattro appartengono ad esso; l'omografì:! è poi sog- 
getta alla condizione 

l*»lij = l'. !*»■ 

Dunque; « Vi vono oo"> trasformazioni omo^raPiclie di un complesso lineare in 
sé stesso ; per ognuna di esse vi sono in generale nel complesso quattro rette unite, 
lati di un quadrilatero ^'obbo ; ognuna ili esso ha una costante di meno di quella 
generate e trasforma in su stessi tutli complessi lineari passanti per le quattro 
rette unite i. Prendendo ora r = 3, non si possono annullare tre secondi fattori 
senza specializzare il complesso ; assumeremo perciò ad es. 

imi,= li,lt. = li,li» = p; 

ne seguo pure |j:,!ij = p e afllnchè il complesso dato si muti in sé stesso basta 
supporre che sia 



la omografia è allora (per usare la denominazione del Prof. Dattaglinij un'omo- 
logia di seconda specie- 
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Supponendo infine r = 5 l'omograflft diverrebbe un'identità. 

Combinando le omogrnQc precedenti con la polarità stabilita dal complesso si 
ottengono le correluzioni che mutano questo in so medesimo. 

Yi sono altre trasformazioni proiettive in sé stesso di un complesso lineare 
dotate di altre particolarità proiettive : la ricerca di esso chiude il bel lavoro che 
ci ha orn occupati. 

Seir abbandonare i lavori del Caporali jippartenenti alla Geometria della 
retta, diremo che fra i manoscritti si trovano alcune pagine che dimostrano es- 
sersi egli anclie occupato delle questioni relative nlla generazione ili enti dello spa- 
zio rigato mediante sistemi lineari proiettivi di complessi d' ordine qualunque (*). 

$ 6. Confìgurazionì. 

15. Nella ben nota memoria Teoremi sfercomclrict ilai quali si deducono te 
proprietà dell' esagrammo di Pascal (Memorie della li. Accademia dei Lincei, 
1816-17) il Cremona espose un metodo semplice ct\ elugantìssiino per ridurre a 
poche proprietà Intuitive del sistema di 15 rette dello spailo poste tre a tre in 15 
piani le numerose proposizioni a cui dà luogo la configurazione di sei punti di una 
conica; le rette o i piani di questo sistema sono fra loro connessi mediante un 
notevole esaedro che, per dirla col Cremona, è quasi il nocciolo della figura. 
Ora questo esaedro si può ottenete eziandìo dalla configurazione formata dagli ele- 
menti (punti o piani) singolari di una superficie di Rummer separando da essa 
sei piani singolari passanti per uno stesso punto singolare. Dimostrare quest'as 
serzione mediante uno studio accurato e approfondilo della configurazione suddetta, 
e farne applicazioni alla dimostrazione delle proprietà nota àtìVexagrammum nìy- 
slicum e di altre nuove: ecco lo scopo che il Caporali si è proposto e ha rag- 
giunto nell'elegante suo scritto Sopra i jmnU e i piani singoluri dcìla superficie 
di fi unirne r (Memorie della U. Acc. dei Lincei, 1871-78; Memorie p. 86-1 IS) (*■) 

16. La nota Sull'esaedro comptefo (Rendiconto della B. Accademia di Napoli, 
Marzo IStjl, Memoria p. 135-151) ha comune con quella considerata nel n." pre- 
cedente il fine e si connette strettamente al lavoro del Cremona ivi citato o al- 
l'altro dello stesso autore Vcber die Potar-Exiicdcr bei den Ftàcken drìHcr Ord- 
nung (Sfath. Annaien T. Xlll, 1878); passiamo a riassumere il suo contenuto. 



(*) È noto che alcnni di questi problemi furono risolti dal Roooella nella sna 
dissertazione Sugli enli geometrici dello spatio di reUe generati dalle inlerseeloni dei 
complessi corrispondenti di due o più fasci proiettivi di complessi lineari (Piazza 
Armerina 1882). 

(**) Fra i manoscritti trovammo degli sviluppi algebrici relativi a qaesto argo- 
mento. 
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Nel S I. il Caporali dcteriuins che cosa divengaao i 36 esaedri polari e le 
t?0 coppie di triedri coniugali di una superficie di terzo ordine quando questa 
acquisti un punto conico ; uno studio della conOgurasione formata dalle rette della 
superOcie cubica, mostra che gli esaedri si riducono a 11 uno dei quali (l'esaedro 
principale) ha per vertici (per nsare le denominazioni del Cremona) i 20 punti 
di Steiner, mentre dì ognuno degli altri IO esaedri (esaedri secondarti) fa parto 
una sola coppia dì punti di Steiner; le coppie di vertici di triedri coniugati si 
riducono a IO coppie di punti di Steiner e a 90 punti allogHti due a due sulle 
diagonali dei 15 quadrispigoli nei quali si possono distribuire le sei rette della 
superficie uscenti dal suo punto doppio. 

Nel § ì.. adoperando il sistema di coordinate poliedriche di cui sì servi il Cre- 
mona nei citati scritti, il nostro autore dimostra parecchi teoremi di cui il più 
importante si enuncia cosi : 

«1 Si considerino i 15 punti X nei quali gli spigoli dell'esaedro sono segati da 
un piano osculatore della oubica determinata dalle sue facce ; sopra ogni spigolo 
Il punto X appartiene a un gruppo della involuzione sizigetica determinata dai 
quattro vertici ; i 15 punti T che completano questi gruppi sono allineati tre a tre 
sopra 15 rette che appartengono a una medesima superficie di terzo ordine s. 

Nel 5 successivo, mettendo a profitto alcune formolo di Cayley (che si tro- 
vano nella nota Oii Pascal'a Theorcm, Quarterly Journal T. IX, 1871), l'a. mostra 
esservi 96 superficie di terso ordine dotate di punto doppio aventi un dato esaedro 
come polare ; per 56 di esse il dato esaedro è principale, per le altre secondario. 

Nell'ultimo § sono esposte alcune semplici proprietà dell'esaedro le quali condu- 
cono ad altrettante proprietà dell'csagrammo di Pascal qualora la figura in esame 
si proietti da un punto doppio di una superficie di 3" oriline avente il dato esaedro 
come polare. P. es. il Caporali trova che: 

a Le 10 coppie dì punti di Steiner dell'esagrammo sono coniugate armoni- 
camente rispetto a tutte le coniche di un fascio del quale fa parte la conica fon- 
damentale n. 

« Vi sono nel piano dell'esagrammo tre punti da ognuno dei quali i punti di 
Steiner sono proiettati mediante tO coppie di raggi di una stessa involuzione; ossi 
sono vertici di un triangolo coniugato rispetto alla conica fondamentale b. 

17. Lo Studio suU'caagrammo di Pascal (Memorie p. 236-251) è piuttosto 
un saggio di esposizione metodica di risultati conosciuti che un lavoro ricco dì ve- 
dute originali. Tuttavia esso non è privo d'interesse : è noto infatti essere una que- 
stione importante nello studio di una configurazione il trovare un sistema di nota- 
sioni espressive per gli elementi di essa, tanto vero che delle notazioni bene scelte 
permettono di rilevare senza difficoltà una proposizione la cui verità non potrebbe 
altrimenti dimostrarsi die diRIcilmeote. Ora il sistema proposto dal Caporali ci 
sembra degno di attenzione : esso ha de' punti di contatto con quello a cui fu con- 
dotto il Cremona nelle sue già citate ricerche, ma è più completo e si ottiene 
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coir esame diretto della figura (exagrammo) Tormata da sei punti di una conica 
(vertici dell'esa^'rammo) ; per renderne edotto il lettore diremo quanto segue. 

I vertici deiresagrammo sono congiunti a coppie mediante 15 rette {iati del- 
l'esagrammo) le quali colle loro mutue intersezioni determmano 4H punti D diversi 
dai vertici. Tre lati su cui siano distribuiti tutti i vertici dell'esagrammo determi- 
nano un triangolo A avente per vertici tre punti D; vi sono 13 triangoli i. Due- 
triangoli i non aventi alcun lato comune formano una coppia e tre non aventi h 
due a due alcun lato comune Tormano una terna; ogni triangolo & entra in 8 coppie 
e in 16 terne ; vi sono 60 coppie o 80 terne. I triangoli di una coppia hanno per 
luti sei lati dell'esR grammo, con gli altri nove lati dell'esagrammo si può formare 
una sola tema; questa terna forma con quella copfiìa un gruppo simmetrico di 
cinque triangoli A aventi per lati tutti i IS luti dell'esagono e che si dirà figura 
(ìi triangoli. L'esagrammo contiene sei figure di triangoli ; esse verranno distinte 
coi numeri I , 2, ... , 6. Ogni triangolo A fa parte di due figure; quello comune 
nlla a"'""- e alla 6™™» (a, b, e, d, e, f è una permutazione di I, 2, 3, 4, S, 6) 
si potrà indicare con ab. ( tre triangoli A rappresentati con ab,cd,ef hanno co- 
mune un lato dell'esagono che verrà indicato con ab-cd-nf. l due lati ab-ce-df e 
abcf-de dell'esagono hanno comune un punto D che si può intlìcare ool simbolo 



C^^-' 



I ,ij allora i vertici del triangolo ab sono i punti D i cui simboli non conten- 
gonolelelte™»,» cioè (f^) ,(««), («Q. 

I punti D stanno. a tre a tre su sessanta rette (di Pascal); ogni retta di 
Pascal è asse di omoloi<ia di due triangoli A i cui simboli hanno una lettera co- 
mune; quello che è asso di ab e ac si indicherà con P(a-bc). Le tre rette di Pa- 
scal P(a-6c), V{abd), V{a-ed) si incontrano in un punto (di Eirkman) che si 
designerà con Kfa-e/"): i punti di Kirkman sono sessanta. Invece le tre rette di 
Pascal P(a-bc), P(b-ca) , P(c-ab) concorrono in un punto (di Steiner) che si 
Indicherà con abc ; i punti di Steiner sono 20 dìstribuftt in 10 coppie di coniu 
gati : tali sono abc , def. 

Quattro punti dì Steiner nei cui simboli entrino due stesse lettere, come 
abc, abd, abe , abf stanno su una retta (di Plucker) che si indicherà con ab: 
le rette di PlQcker sono 15. Tre punti di Kirkman i cui simboli contengono 
le stesse lettere, come R(a-bc) , K(b>ca) , K(c ab) , stanno su una retta (di C ay- 
ley) che si rappresenterà col simbolo def; le rette di Cayley sono venti e cor- 
rispondono ciascuna a un punto di Steiner. Le quattro rette di Cayley che cor- 
rispondono a quattro punti di Steiner collocati su una retta di Plucker con- 
corrono in un medesimo punto (di Salmon) che si indicherà collo stesso simbolo 
della corrispondente retta di Plucker. Le rette di Cayley passano quattro a 
quattro pei IS punti di Salmon mentre questi stanno tre a tre su quelle rette. 

I punti di Kirkman si possono distribuire in 15 quadrangoli del tipo K(c-a6), 
K(d*ab), K(e-ab), E(/'-ab) i cui lati si chiamano rette V; la retta V che unisce 

TOL. XZTII. 4 
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j punti K(c-ub} « R((l-ab) si designerà col simbolo cd-ab. Le rette V concorrono 
tre a tre nei punti di Kirkman e due a due nei punti D. FlDalmeiitc si cliiami 
punto T l'intersezione di una retta di PlQcker con un lato del corrispondente 
triangolo d ; ogni punto ¥ corrisponde a un punto D e può indicarsi collo stesso 
simbolo ; lo retto V passano due a due pei punti Y 

18. Oltre a questo SUidio troviamo nellii mccolta degli scritti del Caporali 
due Frammenti s-M'eiagrammo dì Pascal (Memorie p. 252-258). 

Il primo comincia coirosservasionc che il teorema di Desargues su due trian- 
goli prospettivi si può porre sotto questa forma : n Se cinque lati di un quadrangolo 
completo passano per cinque vertici di un qua^irilatero completo, il sesto lato del 
primo passeri pel sesto vertice del secondo n. Se ne de^luce : « Dato un penta- 
latero completo vi sono oo* figure composte di lU punti allineati tre a tre su IO 
rette passanti ciascuna per un vertice del pentalatTo ». Di questa proposiiionc 
sembra che il Caporali intendesse fare qualche applicazione all'csai^rammo ma 
non mise ad esecuzione il suo disegno. 

11 secondo Trammcnto sembra far parte di uno studio analitico dell' csagrnin- 
mo ; il metodo di ricerca adoperato dal Caporali (simile a quello seguito da 
Hesse nella XII delle sue Vortcsnngnn uns der iinalylisclmn Geometrie ditr gè- 
rader Liniea, des Punktca uud dui' Krp.isC't in dr.r Ebene) lo condusse alla ton- 
aiderazione di nuovi eienienti di questa noicvolc configurazione che il lettore tro 
vera definiti nel lavoro originate. 

19. Date nel piano due rette (un bUalero) la coniug;itn armonica di un punto 
qualunque del loro piano si chiama polare del pillilo rìspelto ni biUilero. Le po- 
lari di un punto rispetto ai tre bilutcri a cui danno origino tre rette prese a due 
a due, incontrano le tre rette ordinatamente escluse in tre punti posti su una retta 
che si chiama potare del punto rinpelto al trilatero. 

Similmente le polari di un punto rispetto a quattro trilateri cui danno orìgine 
quattro rette prese tre a tre incontrano le rette ordinatamente escluse in quattro 
punti posti su una retta che porta il nome di polare del punto rispetto al qua- 
drilatero. Proseguendo nello stesso modo si arriva alla nozione di polare di un 
punto rispetto a un ii-latero. 

Con n rette dì un piano si possono formare n, (n-l)-laten. Le polari dì un 
punto rispetto a questi formano un altro n-latero che si chiama {primo} derivalo 
del dato. L' n-latero derivato dallo stesso punto rispetto a questo si dirà secondo 
denvalo del dato. Proseguendo analogamente si giunge a deQnìre il /c'"*(A:>0)n-lK- 
tero derfvalo ila un dato. Chiamando O*"" derivato dall' n-latero, l'n-latero stesso, 
e (- k)"" derivato di esso l' Ti-latero avente il dato per k<"* derivalo, si riconosce 
la possibilità di costruire una serie infinita estesa in due sensi dì n-lateri derivati 
da un dato. 

A questi n-lateri è dedicata il frammento intitolato Gruppi di punti e rette 
(Memorie p. 358-261) : sono presi in speciale considerazione i casi n = 3 e n = 4. 

è facile mostrare come quanto ora riportammo abbia il suo analogo in uno 
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spntio linetire qaalunqne a ti dimonsioni. Sinao inratti ■ 

P, = . p. = 0,...,p„ = 

le cqnationi di n spRii a d — I dimensioni appartenenti a questo spazio ; e si;mo 
ViQi.-'fJa i risultati dell» sostiluEione nelle p delle coordinate di un punto y- 
Posto per brevità 



Vi 

— ^^i ■ l'i +'■»+■■• + *■• 



nvcnte per equaEÌono 



si dirà i»o[(irc (fi y rUpcIln nU'n-edro avente per Tacce i dati Sj_,. Sopprimenlo 
ii.i questo poliedro socccsHivarncnto una ficcia per volta nasceranno n. {n-l)-edri; 
e" ^d-t polari ili y rispetto ad ossi hanno per equazioni 

r - I-, = (i = I , 5 , . . . , n) 

e formano l'n-cdro (primo) derivato dal dato. Operando similmente su questo e 
cosi proseguendo si ^■'■"(3*^''^ ^ »" poliedro k"" derivato le cui facce liiinno per 
cquaiioni 

"-')'t(^')'-V ,(_ !).,,,„ (i^,,, „, 

Per A = queste relazioni ci danno il poliedro diito; per k negativo = — h 
esse ci danno il poliedro di cui il dato 6 l' li'^" derivato. Onde si trova una serie 
infinita in due sensi di it-edri il cui centro è il dalo poliedro. 

20. Nella splendida memoria di Uesse 0<'bp.r die CKrveii drifter Ordnumj 
mici die Knyptsclmilte wclcha dicse Cai-vcn iii drci vcrseAicdejicji i'uiicicn beriUiren 
(G. di Creile XXXVl, 1818 p. 143-116) nella quale i più sottili procedimenti ana- 
litici si alternano ai più geniali ragionamenti sintetici per concorrere alla scoperta 
<li recondite proprietà delle cubiche piane, il grande geometra tedesco trovA (p. 153 
e seg.) che i 1.4 punti di eontatto delle tangenti che si possono condurrò a una 
curva di tcrz'ordine da 3 suoi punti in linea retta stanno 3 a 3 su 16 rette le quali 
si possono organizsare in 3 quadrilateri, sui lati di ciascuno dei quali stanno tutti 
i punti di contatto. Questi dodici punti danno origine a una configurazione inte- 
ressante ciie il Caporali studiò nel frammento Sulia ^gura coalittiUa dai punti 
di conlatlo delle tangenU condoUe a una cubica da Ire tuoi pimff in linea retta 
(Memorie p. 338-3i;<). Oltre ai dodici punti di contatto (punti /'oiidamcnlati) e ai 
lati dei quadrilateri suddetti (rette fondamcnluli), si possono considerare nella coq- 
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figurazioBO i 48 punti D in cui si secano le rette fondamentali fuori dei punti 
fondamentali. Questi stanno 4 a 4 su dodici rette 8 cbe si separano in due sestuple; 
le rette di ogni sestupla sono lati di un quadrangolo. I lati di questi due quadrun- 
goti si secano 3 a 3 in 12 punti allineati 3 a 3 su sedici rette 1 12 punti che 
cosi nascono formano una configurazione analoga a quella da cui si è partiti (*). 

Né queste sono le uniche aggiunte che il Caporali fece ni teoremi ili He ss e; 
noi però ci limitianiu alla cilazìonc di esse, rimandando per le altre al lavoro ori- 
ginale, e finiamo accennando come forse un problema degno di studio sarebbe 
quello di estendere questa ricerca alle curve di ordine superiore, cioè di esami- 
nare la configurazione a cui danno luogo i punti di contatto delle tangenti con~ 
dotte a una curva dai punti in cui essa è secata da un'altra curva. 

21. Sitila teoria delle configurazioììi abbiamo ancora due frammenti (Memorie, 
p. 262-269). 

Nel primo è intrapreso lo studio dei sistemi simmetrici di ("] punti nei quali 

concorrono v a v („"[ ) rette ognuna delle quali contiene n-v+1 di quei punti ; 

sistema che il Caporali chiama configurazioni elementari d ordino n e ctosse ^i. 
Egli si occupa del [nodo di decomporre una tale configurazione in altre d' ordini 
e classi minori, collo scopo di pervenire infine a risolvere il problema di costruire 
una configurazione elementare dì date caratteristiche , problema interessante che 
il Caporali pose ma non risolvelte. Quindi determina il numero [ni-(v+i)(y-t)] 
delle costanti da cui dipende una configurazione elementare d'ordine n e classo v 
e trova un metodo per rappresentare comodamente le equazioni delle sue rette. 
Finalmente espone alcune proposizioni relative a configurazioni elementari di terza 
classe. 

E queste proposizioni sono accresciute nel secondo frammento , il quale per 
molti rispetti ai può collegare alla memoria Teoremi aitile curve del terzo ordine 
che già ci ha occupati (n.1). 

Dell' un frammento e dell'altro (ma specialmente del primo) potranno trarre 
profitto non IndìfTerente i cultori della bella teoria delle configurazioni piane (**). 



(*) È agevola rendersi ragione di questi teotemi servendosi delle eepiessioni delle 
coordinate dei punti di una cnbica piana mediante funzioni ellittiche di un parametro. 

(*") Sembra ohe qnesta fosse la teorìa preferita dal Caporali. E invero non 
meno di sei delle composizioni che egli ha lasciate si aggirano su argomenti appar- 
tenenti ad essa ; inoltre la parte più originale della memoria Introduzione alla teoria 
dello spailo rigato (n.** 13) ha per iscepo lo studio delta notevole configurazione pro- 
dotta da dne tetraedri mutuamente inscritti e circoscritti. 
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S 7. Geometrìa a quattro dimensioni. 

22. Sullo geometria a quadro dimensioni il Caporali ci lasci6 due frain- 
menti (Hcmorio, p. 313-326). 

Il primo sembra essere una preparazione a inTesligasioni più importanti, giac- 
ché la maggior parte di quanto contiene è nota oppure è una facile esteasiooe di 
proposizioni della Geometria del nostro spazio. 

Le questioni trattate nel secondo (pure analoghe ad altre dell'ordinaria Geo- 
metrìa) si possono distribuire in tre gruppi. Lo une sì riferiscono alla determi- 
nazione dell'ordine e dei ranghi della ulteriore intersezione dì due o tre varietà 
(a tre dimenetoni) arenti in comune una superlicie o una curva conosciuta, oppure 
di una varietà e una superficie aventi una curva comune, oppure infine del numero 
dei punti comuni a quattro varietà passanti per la stessa curva. Altre si riferi- 
scono al luogo de' punti per cui passano p + 2 o p4-3 varietà corrispondenti di 
altrettanti sistemi lineari proiettivi oo"; oppure al luogo di un punto comune alle 
superficie basi di p fasci corrispondenti in altrettanti sistemi lineari protettivi co'' 
comune alle curve basi di p reti corrispondenti in altrettanti sistemi lineari oo''. 
Altre finalmente riguardano gli ordini delle Jacobiane di due varietà e un piano, 
di due varietà e uno spazio, o di tre varietà. Fissiamo anche l'attenzione del let- 
tore sull'applicazione dei risultati precedenti alla determinazione del numero dei 
punti doppi! che possiede la varietà rappresentata dal determinante | f,^'> | egua- 
gliato a zero, se ^/'' è una forma algebrica in a?, aii. .x„. 

23. Alla Geometria a quattro dimensioni può ritenersi appartenere un fram- 
mento inedito sul sistema lineare oc* di quadricbe ; vi appartiene poi senza dubbio 
un brevissimo cenno -che si legge fra i manoscritti — della rappresentazione sullo 
spazio ordinario di una varietà cubica a tre dimensioni di S^; in grazia dell'inte- 
resse che può presentire ne riportiamo completamenle il contenuto. 

a Le imagini delle sezioni spaziali delle varietà sono superficie o del quarto 
ordine aventi cuniuni un punto triplo e una curva del decimo ordine C passante 
set volte per 0; la curva C è proiettata da mediante un cono di quarto ordine 
generale; essa è sufllcieute a definire il sistema lineare «• di superficie <f. 

« Le imagini delle sezioni piane della varietà sono curve r di sesto ordine 
passanti tre volte per e incontranti dodici volte G- 

K La curva G è del genere 3 e del rango ?4 ; essa ha 18 punti doppi appa- 
renti. Le sue trisecantì generano una superficie gobba di online 24 e rango 180, 
passante 10 volte per C n. 

§ 8. Geometria a n dimensioni. 

24. Il lettore che conosce lo stato attuale delle nostre cognizioni relative a^li 
spazi comunque estesi non troverà nel framinento Salta teoria degli spazi a più 
dimensioni (Ueuiorie p. 321-33-2) molte cose a lui ignote. Invero la prima parte 
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si rircriscc qunsi pi^r intero agli spazi linenrì tangenti a una varietà e di questi 
gì occupò il Del Peizo nella nota Sugli spazi tangenti ad una superficie o ad 
una varieià immersa in uno gpozio a più dimensioni (Rendiconti della R. Acca- 
demia ili Napoli, Agusto 1886). La seconda parte inveco ha per iscopo di esten- 
dere a spazi lineari qualunque il principio di corrisponlenza e questa genoralizia- 
zìone è lo scopo della nota del Pieri Sti{ principio di corrispondenza tu uno 
spazio lineare quiUunqne a u dimensioni (Rend, della R. Acc. dei Lincei, Mar- 
zo 1881}. Giova però rammentare die questo frammento 6 di data anteriore alla 
pubblicazione delle due nùte citate (*). Da ultimo noteremo che il Caporali si 
propone - senza però risolverla — la questione, r Dati in (uno spazio lineare a k 
dimensioni) ^^i due sistemi oo^ 4 e 4i' l'uno di S, e l'altro di S^ in corrispondenza 
univoca, e supposto X= (p + I)(ft — r-r' +p), trovare il numero dei loro elementi 
corrispondenti che s'incontrano in un S. », questione interessante di cui sarebbe 
deRÌderabile una soluzione. 

Aggiungiamo Tenunciato di un teorema interessante a cui il Caporali Tu con- 
dotto dalla lettura della nota di chi scrivo Sa una generalizzazione delie pro- 
prietà invoUUorie dui quadrangolo e del quadrilitlcro cainplctu (Rendiconti del 
R. Ist Lombardo 1884): t Dato in uno spazio a n dimensioni S, m punti indi- 
pendenti (ove n + 2<ni<n), se si sega con un S„_, la configurazione che essi 
determinano, lo spazio a u— 2 dimensioni traccia di quello a .n-1 dimensioni con- 
gìungcnte n degli m punti dati e lo spazio a in-it-l dimensioni traccia di quello 
clic congiunge i rimanenti m - n punti dati, sono coniugati rispetto a un sistema 
lineare oo"""""' di quadrichc inviluppi u. Se in parlicoliro ò p» - ti + 2 , questo 
sistema contiene una sola quadrica e si ritrova il teorema oggetto della precitata 
Dota 

5 9. Teorie delle forme algebriche. 

SS. L'elegante memoria Sul sislana di due fonm binirie enbiche (Rendiconti 
della II. Accademia di Napoli, Uarzo 183 1; Uemorio p. 206-22S) Fa parte delle 
ricerche sulle quartiche piane che il Caporali annunciò nella comuaìcaziono Sa- 
prà una certa cnrva del quarto ardine (n." 4) contiene U soluzione del prò- 
blnma i Data in una forma di 1.* specie un'involuzione cubici, trovarne un'altra 
che abbia gli stessi elementi doppi u. Se F e sono le formo che determinano 
la cercata involuzione, tale soluzione ò data dalle forinole 

K = ìf'-ìuf , = J9' - 3 aip , 

ove f=-(ij , ^ = (tj sono le forme determinanti la prima iavoluzionc e le altre 



(•) Cfr. Qionale di Matematiche, T. XXVI, 1888, p. 251, not*. 
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ettere hanno sìgniOoatl che si desumono dalia tabella : 

6 = (aa)» Oa-Oj. J = (na)» il = - (pz) 

A = (nò)* 0^6^ D = (flp)»a^p^ 

p = (47)* a„ jt = (Dn)* Oj, 

?■= itQ + pD /■'= pe + Iti. 

Altri risultati notevoli c)ic si trovano nella nota medesima sono enunciahili 
nei seguenti teoremi : « Esistono sempre due coppie di forme binarie cubicbc aventi 
per comune Jacobiano una il;ita biquadratica ». n Se H^ è l'Hcssiano del primo 
scorrimento B di /' su 9, la forma J& - ÒH3 è quella rispetto a cui ^ e tp sono 
apolari (*) >. r Data una furma binaria biquadratica, il problema di trovare una 
cubica tale che sia (/&)j=0 ammette una JnQnito soluzioni secondocbà 3 none 
è equianarmonìca ; in guest' ultimo caso risolvono il problema tutte le cubiche 
del fascio avente per Jucobiana ^ n. 

26. Questo è l'unico lavoro sulla Teoria delle forme algebriche che il Capn- 
rali abbia pubblicato, ma egli foce su questo tema ricerche estese e profonde 
nell'intento di applicarne ì risultati alla Geometrìa. 

Ne fa fede un voluminoso fascicolo in cui sono trattate molte questioni apparte- 
nenti alle applicasioni geometriche delle forme binarie (**) dal quale trarrebbero pro- 

(*) È noto che una forma di grado in si dice apolare rispetto a ana di grado 
n ^ M se ò identicamente nullo l' n"" scorrimento delle due forme. 

(**} Ne estragghiamo gli enunciati delle segnanti questioni che il Caporali si 
propose e che non sappiane se siano poi state risolute da altri : 
I." Stadiare l'involuzione di 2* specie e 4' ordine 

^V + V V + ^ («*)* W 

e V involazione di 3* specie e 6** ordine 

X«^* + !j6i* -^ vc^* + p{6c)* (ca)^ (db)* aj b„* c^\ 

2." Sue forme binarie di b" ordine ammettono una quaterna apolare , tre di 
7* ordine ammettono nna sestupla apolaie ; trovarle. 

3.* Data nna forma binaria f trovarne un' altra Q tale che sia ìdentioamente 
nallo un assegnato covariante simultaneo di ^ e Q : p. es. se / e Q sono di grado 
2'» — l e si vuole cbe risulti (/'Q)g, = il problema è determinato, se invece /' e Q 
sono di grado 2m e si mole che sia (^Q}m+i = il problema ha oot solnzioni. 
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fitto coloro che sì dedicano a ricerche di questo genero. Ne fanno fede ancor pia 
chiaramente altri due grossi quaderni in i," scritti dal Caporali fra il Maggio 1882 
e l'Agosto 1885, pieni di calcoii simbolici relativi a Toruie binarie e ternarie; sgra- 
ziatamente questi calcoli non sono accompagnati da alcuna indicazione delle idee 
che guidavano il nostro autore nell'eseguirli epperòjimangono ignoti e il loro mo- 
vente e i loro risultati (*) ; la loro esistenza vale però a dimostrare che il lasso 
di tempo interposto fra il 1882 e il 1886, in cui il Caporali non pubblicò se 
non due brevi lavori, fu non un periodo di sosta e neppure di diminuzione nella sua 
attività scientifica , ma piuttosto un periodo di preparazione , i cui frutti non po- 
temmo cogliere in causa della fine inaspettata e tremenda che ebbe. 

Dalla disamina toste compiuta degli scritti scientifici di Ettore Caporali 
si desume comò le tendenze di lui fossero spiccatamente sintetiche. Egli , più di 
qualunque altro dei nostri geometri si può designare come uno scolaro del Cre- 
mona ; non soltanto nella sostanza, ma anctie nella forma sempre corretta e spesso 
brillante; non soltanto per la evidente predile7:ione che egli aveva per le conside- 
razioni geometriche, ma anche per aver egli invocato il sussidio dell'Analisi nelle 
circostanze in cui questa poteva condurlo alla soluzione dei problemi che aveva 
in vista con maggior rapidità ed eleganza della sìntesi pura. 

Quando si pensa al contributo che eijli arrecò alla Geometria nei pochi anni 
in cui ad essa consacrò le sue fatiche e SÌ considera che negli ultimi momenti della 
sua troppo brovc esistenza egli studiava quelle questioni che è mestieri scrivere 
fra le più igiportanti che si stiano oggi agitando (**), il dolore per la sua morte 
si fa sempre più vivo, e involontariamente si ripetono le parole con cui Newton 
accompagnava il feretro di Còtes: a Se egli avesse vìssuto, noi avremmo appreso 
qualche cosa di più ! u. 

20 Novembre 1888. 



4.0 Sia E l'HesBiano di f. Per le cnbicho 6 (fR)t=0, pei- le qnarticbe (/'H),=0; 
aasBiste una proprietà analoga qualunque sia il grado di f? 
b." Studiare la seatica 

««• + bg* + cs' + Qd «* y* «* essendo a; + y + e =: 0, 

6." Forre nna binaria d'ordine 2ffi-|-l sotto forma di somma di m+2 potense 
dì espreseioni lineari la cai aomma sìa nnlla. 

(*) In un fascicolo anteriore, dopo un riassunto delle forme invariantìve di una 
cnbios ternaria, ne troviamo alcune di un'ennica — in particolare diana qnartica ter- 
naria— ed inoltre il teorema: 

■ Le rette polari di un pnnto rispetto alle Heesiane delle sue polari coincidono 
colla polare di qnel pnnto rispetto alla curva fondamentala *. 

(••) Basta citare come riprova della verità di quest'asserzione la teoria delle curve 
piane di qnarto ordine. 
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SULLA FORMA JACOBIANA DI TRE FORMK TERNARIE 

NOTA 

BEL 

Oott. F. GERBALDI. 



É noto che il quadralo della forma Jacobiana di due rormc binarie b una fun- 
EÌonc quadraUca di queste , e piTcisa mente , se Io forme sono in notazione Nim- 
bolicii 

fi = ("i a;, + o, a:,)" = a^" = a';," /» = (6, a;, i- (i, a,)" = b^" = fc'/ 

e se 8Ì pone 

J =(n6) aj"-'6/-* i,, = (nfl.')*''x"'*»'!r""' 

si ba 

Ci proponiamo di estendere questa Importante proprietà ni campo temano. 
Siano dapprima due formo terniiric 

f, = Co,x,+a^,+o^j)*=a,"=a'^" f, = ((),ir,+t,x,+6,-«,)"=6a,''=:ò'/ 

si considerino le loro forme invariantivc 

K = {abu) aj*'* bj"* V, , ^ «„» Aa,»"-' = (oa'«)'ax*'""*o'x"~' 

TOL. xxrii. 5 
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Osserviamo subito che, applicando \'Uiibcrtragxiitg»princiì) all'identità 0) si ha 
»* = - ^ (F.. f,' - 2 F« A, /; + F„ A') . 

ma quest'uguaglianza siissistc soltanto quiimlo tra le variabili cc,a^a;, ed u,UfUa 
si veriflca la rclRzione u^, = . perchè quel principio è stnto stabilito in questa 
ipotesi. É quindi facile comprendere che nel chso generale , in cui le variabili x 
ed i( non soni) legate da alcuna relazione, l'identità cbe bisof^nerà sostituire alla 
precedente sarà della forma 



N» = 



-^(F„/'.'-2F,t^f» + Fn /■,*> + ?«* 



dove P è una forma invariantiva da determinare. 

11 calcolo seguente conduce direttamente all'identità clic bisogna sostituire 
alla (1) 

N» = (a6u)(«'fc'it)<7^— ■ h^"-* aV' "' *'x""' 

= (flbu) ffa.""' ^a:""' "'i"~' '''i""' [('/«a) n'x — (iwn') 6'» + (aa'b') uj 

(3) = ((jbw)(a6'u)a."-»(.^»-M//-'.r, + (ri6H)(t(a'a)«x"'-*"'a."-' bx""'/". + 

+ (na'6/(a6ii)«^"'-'a'^*'-'6/-<6'j,"-'-Wj, 

-(66'ii)'rtV-(«''^')'i'»*+5(*''''«)('j6'")«Viil 

(4) =2F„/,-F„f,-op'fl^"-*B„"-*«^n2itp«p«r'""'B.*"-*-«;, 
2(iift'(i)(«t«)"«""*a'»:""'6/"' = {«•»'«) "a.""'"','""*'»*""' |(a6u)o',-(a'bit)a,l 

^ (ua'fl)flj,""Vj,*"**()j.""' [-(iia'ti)&iB+(a'o6)"xl 

(5) = - r„ fi + Ua &a l»/"' A,»"-' • «j 
2(afl' h'){abu) 0,"-» o'^— ' b/"' 6'/"' = 

= {aa'b-) 0^"-* a„*-» 6/"' fr'/'' [ (abu) ff% - (a'bu} a, ] 
= {aa'b') (!,""' o'i,"~* ftj."~* 6'aj""' [ - {ua'a} b^ + {a'db) u^ ] 
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)( 35 )( 
(afa:)' A;,'—' B,»"' = (61)' , ax)' bj-' t',-= H^-"""' =-- 

= 26.'li/-'A,'— '■/',-2 M'.'/"'*'.""'*."'' 

K *'. 6.""' *'."-' *x'""' = 6.' V K"-'r. - ^ («?»:)' *>'"" K"-' 

m t(mV) (oòll) o.*-' «:,'-• II/-' b','-' = 

= u, 6. !>,"-' A,'--' V,- [V-''»"''*.""'-/'. - l («W *.'""' B."-'] ",. 

Moltiplicando la (3) per ? , la (4) per f, , la (5) per /i , la (6) por u^ e poi 
sommando membro a membro, si ba 

Gì 2N" = - F„^'+2F„^,^,-F„/i'+2[ii,a,.i."-'B,'-'-f,+u.6.6,''-'A,'"-'-Mtt^ 
- [y «,"-' B,"-'./-, .- 1 (i,3x)' A,'—' B^""-' + 6.' 6,"-' A;,"-'/;] «.'. 

Noi caso particolare, in cui /■, od f, sono di -ì" grado . la (6) dà luoyo alla 
seguente notevole relazione Ira le loro Torme invariantive rondamcntulì : 

2N' = - F„f + 2F„(r - F„r' + S(B,/ + 1I,M», - (a,„ f- j ♦„ + A„, f) «J 

dove è stata conscrTata la notazione adottata nelle V'urle^uaffen ìiber G'^omelrie di 
Ciebscll-Lindemann , pag. ,'91. 

La (1) dà il quadralo della forma Jacobiana ili tre (orme ternarie, una delle 
quali 11^ 6 di primo grado. Supponiamo ora elle al posto di u^ si abbia una terza 
forma ternaria di grado qualunque 

f, = ic,x, + c,x, + c^,)' = e/ is e/ 

Oltre alle forme inTariantìve (2) di fi e di f^ già considerate, ci occorrono an- 
cora le seguenti 

»,» V'={lC«j*c/'*cV"' *« ={gYx)*B^*"-'r^"'-* 

u,' V*'"' = (ucu)' "."' e/'" ».. = (-[«a!)' r.""' A/"'' 

«p' K'"-' = ('"O" V i-x'"' *.. = CW A,'"-' B,.»-' 

(81 T, =(ai>a!)"A.'— P,"*»-' A,„ = (o»'6)'o,,-'o',— •6,-' 

T, =(Pox,'B,»-'S,-+'-' A„, = (..ÒV) o,--H,--' tv' 

¥, = (i-a:)» r^""-' Tx«+"-* A,„ = [aa'ù]^ o^""» o-,*-» e/"* 



A„, = (dò'c)" V' '''x""' e»'"' A,„ = (ale)' o," 



i-tcP-». 
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)( 30 )( 
Ciò posto )ii faccia sulla (6) l'operazione polare ili u rispetto a v, poi si ponga 

u, = e, e/-' , 11, = c'i e'/-' ; 

dalle forme N , F,, , ¥^^ , F„ risultano rispettivamente queste altre 

H„ = 2 (ao'c) (iKiV) (•,"-■ o'^"-" e,»-' e/-' 
H„ = S (aòc) (ii6c') 0."-' 6/-' o/-' e'/"' 
II,, = a(6l)'c) (bòV) 6,"-' (,',— e/-' c/-> 
e si ha 

(9) «■ = -ll„f,' 4- 211,, /■,/;- H„f,' 

-2{A,„^-j«„ + A„,/',jf,'. 

Or bone molliplicìindo per Hx""'* t>J*'* c^'^* c'sc'~* ì due membri di;ll:i iilentilà 
(o6c)* c'j,* - 2(abe)iabc') c^Cj^ + {((be')* c^* = [{cc'(>)a^ - (cc'a) 6J' 
si ba 

e quindi 

(10) H„-2A„3/i->l',. 

Se si fa coincidere /*, con /", .h.-'T^"*""' coincide con «j,* Aj,*"'* e quindi T, 
coincide con 0,^ , inoltre A,,, coincide con A,„ , ed H„ con II,, ; dunque 

AnHluguniente 
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Osscrviaino ìDollre che 

T, = (apx)* A^»"-* P,"*»-* = (be , axy />/"» e/"' A^»""* 

= A„t r, + A,„ /; - 26^ e. b/-' e/-' A^»"-* 
donde 

(13) 26, c„ &,-' e/-' A,*—* = A,,,/; + A,„ /i - ¥,. 
Analogamente 

(14) 2oaCpn,»-'c/-'B^»— = A,„f,+ A,„A-'J'r 

E cosi la (9) mercè la (lOl, (11), (12), (13), (14) sì sempliflca e dìvcnU 

(15) 4J» = *^,» + *„/;» -h *,/,» - 2 T,/-/, - 2V/a - 2 V,/, + 4 A,,,^//, 

e questa ft la forinola che volevamo stabilire. 

Applicandola al caso particolare in cui /*, ed /^ sono due forme di 2* grado 
f%=a^ . fx = bj ed fj è il loro covariante {a^x)*, fatti gli opportuni sviluppi, si 
trova quest'altra notevole relazione trii le loro forme invariantive fondamentali : 

108 A» = - 8 A,A,» /;» - 8 A.*A, f,» + 21 fi" + 36(30,0, - A,A,) /", f, A, 

+ 38 A,e, V ^s + 36 A,e, /■,' /i - 540, h* f, - 54 0, f,* U 

4 24 A,(2A,0, - 30,») U^ /i + 24 A, (-2A,e, - 36,') U V 

dove si è posto 

A, = (oa'a">» , 0, = (att'6)* , 0, = (a66'j» , A, = (66'6")* 

e 

A = (opas) Op 6, «a, ftj,. 

Un'altra notevole applicazione dell» formola (1) si fa supponendo che /', sia 
una forma dì 3" grazio, ed d sia la sua Ucssiana 

/■,=/= o,» = fcx' =• ■■ /i = A = o^» .. p,> = .. . = (aòc) (i,, 6^ c^. 

In questo caso lo forme N , F,, , F„ , F„ sono le forme N , , H , K secondo 
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la nolaziunc di Clcbsch o Gordan; le forme 

diventano rispettiTamcnte (Cfr. Lintiemaon , 1. e. pa^. 559) 
«s* «^ e,» = («ab)» (7, bx «x = g ^f 

a^» a, K^» = (aa?)» e, «x P« = J T^ - J SA ; 
e le Tonne 

diventano (Cfr. Lindemann, I. e. p-ag. 633, 63i) 

H. a^ aj K^' = (ap(i)(a?(0 o, p^ a,» - j^ iST/" - Si) "« - g M 

l'unendo in quuiit'uUima it, = ^j e poi moUiplicando por ^^*. sì deduce 
4 

ma sì ha (Cfr. Lindemann, 1. e. pag. 035} 

dunque 

«sfo'.*f,'».' = - 5 + - 5 Tr+ I Slf 

e Bostiluendo questo risultato iu 

(SxW" ».■ K,< = (,f . 9a3' ., f^ e,' = ^«s' «, e,'- 1 - Saj h 'J f.' »J 
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questa è la Torma in cui si converte 

Fatte ora le debite sostituzioni nella (1) si trova 

2N» = -- Rf» + 2H fi - 64» + I (LA - TSf) v^ + | +11,» 

e questa è una nuova relazione Tra le forme invariantivc fon>lamcntali d'una forma 
ternaria cubica- 

Roma , Dicembre 1888. 
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SCGII ELEMENTI UNITI REALI DELLE OMOGRAFIE TERNARIE 

REL 

Oott. FEDERICO AMODEO 



Gli elementi uniti reali di una omografia ternaria sono finora stati consideniti 
tanto Identici l'uno all'altro da credere che si possano scmnbiarc indifTcrentemente 
fra loro ; noi abbiamo troviito invece che ciascuno di essi ha una particolare fun- 
zione che lo distingue completamente dagli altri due, la quale se non potrà per- 
mettere di costruire ciascuno di essi con costruzioni lineari, può però essere ra- 
gione di utilità nello studio delle omografie suddette (*). 

Per le particolari proprietà di ciascuno dei tre clementi uniti omonimi abbiamo 
chiamata l'uno clcmciKu uniio atlrailivo, l'altro cfenienfo imt/o rcputstvo, il terzo 
efeiiicnfo unito neutro , ed abbiamo notato che tutte le omograGe ternarie che 
hanno i medesimi elementi uniti si possono distinguere in sei sistemi diversi che 
a due a due sono inversi l'uno dell'altro. 

Non ci siamo preoccupati di parlare delle omografie di cui una coppia di ele- 
menti uniti sia immaj^inaria, né di Tare lo applicazioni di questa distinzione, riscr- 
baodoci di trattare partitamente questo soggetto in un'altra prossima nota. 

Noi parleremo per comodità delle omografie ternarie piane il lettore potrà ap- 
plicare gli stessi risultati ai raggi uniti reali delle omografìe-di una stella. 



(*] Degli elementi nniti delle omografie ternarie in relazione con gli elementi 
consecntivi di questi si occnpò il chiar. prof. Battagliai in ana memoria pi'esei)tata 
alla B. Àcc. delle Se. Fis. e Matem. di Napoli, Sulle involuzioni dei diversi ordini 
(Voi. II, p. 158, 1863) e in un' altra Memoria Sulle forme geometriche di 2' specie 
pubblicata nel Oiomale di Uatematiche p. 175 , Voi. IV , 1866. In esse sono con 
l'analisi estesamente trattate U proprÌat& degli elementi coasecntivi e fu pure notato 
ohe questi nella omografia diretta e nella inversa tendono ad avvicinarsi agli elementi 
aniti se essi sono reali ; non fa però notata la particolare funzione di ciasoano ele- 
mento unito. 
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1. Sia Q. una omografia tornarla piana che abbia i punti uniti reali e distinti 
in E , F , G e siano e,f,g le loro rispettive rette unite associale; sia M, un punto 
della omografia a oon situato sopra nessuno degli elementi uniti ed M, il suo 
punto corrispondente ; con questo la u è pienamente individuata. Supponiamo che 
H, M( non siano allineati con nessuna dei punti uniti, e cbe a,ai , 6,b| , c,Ci , 
siano le rette che proiettano i punti M, Hi rispettivamente da E , F , 6. 

Per trovare dell'elemento Hj l'elemento corrispondente H, della omografia 
ii bisognerà cercare l'intersezione dì due delle rette 0^,0^,0^ che corrispondano 
rispettivameate ad a^.b^tC^ nelle proiettività binarle jE) , \F\ , |G|. 

É noto che le rette a, a, a, ... che si corrispondono successivamente nella omo- 
grafia )Ej tendono a raggiungere la rena unita poailiva della \E\ (*), per fissare 
le idee sia f; egualmente le rette 6, 6, fi, ... corrispondenti successive della omo- 
grafia |F{ tendono a raggiungere la sua retta unita positiva, che può essere e o g, 
sia g; per conseguenza i punti d'intersezione M,5a,&, , M, = a,bi , ÌSg — a^b^,.. 
dovranno tendere a raggiungere il punto d'intersezione delle rette unite positifo 
f,g, cioè il punto unito E. che raggiungeranno dopo aver occupato un numero 
influito di posizioni. Pervenuti che saranno in esso non ne potranno più uscire, e 
quindi i punti successivi di un punto IH, non potranno mai ritornare alla posi- 
zione primitiva H, cioè non potrà mai una omografia non omologica, prowisla 
di 3 punii uniti reali, esaere ciclica. 

I raggi e,, e,, e,... successivi della proìettività jGj, che passano rispettiva- 
mente per H, ,M, ,M, ... tenderanno ad avvicinarsi alla retta unita f, e quindi f 
è la retta unita positiva di \G\. 

Siccome il punto H, è arbitraria sì può conchiudere che tulli i pxaiU corri- 
ipondcìiU successivi di una omografia piana ^ descrivono delle linee punteggiale 
poligonali cl^e hanno tulle per punto di arrivo il punto unito E. Questo punto, 
che impareremo fra poco a riconoscere fra i tre, lo chiameremo punto unito al- 
fralltvo della omografia. 

2. Consideriamo ora i punti corrispondenti successivi delle rette unite e,f,g; 
siccome lo omografie binarie |e) , \f\ , \g\, sono prospettive ad \E] , jFj , \Q\ , ri- 
sulta che le omografie che hanno per sostegno le rette unite f, g hanno per punto 
unito positivo precisamente il punto E della loro intersezione . e la proiettivltà 
che ha per sostegno la retta unita e avrà per punto unito positivo il punto Gaef. 
Cosicché i punti success itiomenfe corrispondenlt a quelli apparlenenli alle rette 
unite che concorrono «el punto allrafl'fvo tendono ancA' essi a quel medesimo 
punto ; e solamente i pun'ti corrispondenti successivi dei punti appartenenti alla 



(') Per retta umta positiva dì nua omografia binaria tE{ intendiamo quello dei 
rag^ uniti a cni tendono od avvicinarsi i raggi conseontivi della omografia (V. le mie 
Leeioni sulle omografie iùtarie dettate net corso di Gaom. proiettiva, 1887-SS n. 4 e 5). 
▼OL. mvii. 6 
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retta unita e atsoeiata al punto unito attrallivo E fendono a raggiungere un 
punto diffemte G, che è Vxntenezione del suo sostegno con la retta unita posi- 
tiva di jEt. 

3. Consideriamo la oinograQa u~* inversa di A , essa avrà per punto corri- 
spondente di M, il punto M, ed i successivi saranno H , H_, ,M^i,... le proietti- 
vita dei punti uniti di or* saranno [Ei"' , |F1~' , |G|"' ; e poicliè la rolla unita 
positiva di |E!~* è 0, e la retta unita positiva di |6|~< ò e , ne ricaviamo che il 
punto F = eg è il punto unito attrallivo di ii.~*, e lo chiameremo punlo untlo re- 
pulivo della omografia o,. Esso è l'intersezione delle due rette unite negative di 
jE{ . 1G|, in esso hanno termine tutte le punteggiale potigonali descritte dai punti 
corrispondenti successivi di un qualunque punto di a~*, eccezione fatta per i punti 
della sua retta associata f, i quali tendono anch'essi al punto G. Per questa ra- 
gione e per comodità di ragionamento diremo G punto unito neutro della omo- 
grafia a. 

4. Tediamo ora quale sarà il modo di comportarsi delle rette corrispondenti 
successive di una retta m, della omografia u. Sin m^ la retta corrispondente di 
nt, , e siano A, A, , B,Bi , C, 0, i punti d'intersezione di m, , tn, rispettivamente 
con e,f,g. 

La retta ni, corrispondente di mi in a; è la congiungente di A, , B, che cor- 
lìspondono rispettivamente ad A| , B, nelle proiettivìtà }el ,\f\, e sega g precisa- 
mente nel punto C, corrispondente di C, nella \g\. 

Per ciò che si è detto innanii, Gèi! punto unito positivo di [ej , ed E è il 
punto unito positivo di {g\, dunque le rette ni, tn, m, ... tendono a coincidere con 
la retta EG~f, che diremo rcUa unita attrattiva di il. 

Con ragionamento analogo a quello fatto per i punti ne] h. 3 si mostrerebbe 
che e è la retta unita attrattiva di A~*. e quindi la relfa unita repulsiva di u, 
e che è la rella unita neutra di u, cioè che ad essa tendono a sovrapporsi 
eccezionalmente le rette corrispoudentì successive di IFj nella n, e quella di ]E[~< 
nella iìr* {'). 



(•) Per vedere graficamente il modo di comportarsi delle linee poligonali descritte 
dagli elementi corrispondenti saccessivi si poò usare la segaente costruzione che mi 
sembra semplicissima ed è molto vantaggiosa nelle costmztoni delle figure omografiche. 

Per uno qnalnnqne del pnntì nnìti, p. es. F, si tiri una retta r, la qaale seghi 
a, , a, in P', , P', , e sia inoltre P, = a,e , 7^ = 0^0; si conginnga F^Fi' e sia 8 il 
ponto ove la conginngente interseca la retta f; si proietti P,' da S in P, anlla retta 
e, sari IPjSa, la retta eorrispondente di Oj. Sia A, la intersezione di M, U, eoa 
«, sì proietti A, da E in K\ sa r, ed Aj' da S in A, sa «, la retta AjU, incontTer& 
a| nel punto U,. 
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Dunque : 

In ogni omografia, i cui elementi uniti sono reali e distinti, i punti uniti 
si distinguono in punto unito altrattivo , punto unito repulsivo e punto unito 
neutro, e le rette unite egualmente ai dintinguono in retta unita attrattiva, re- 
pulsiva e neutra. 

Il punto unito attrattivo è quello ore coincidono due punti uniti positivi 
delle proieilività \e] , \t\ , \g\ (*) , ovvero è intersezione di due rette unite po- 
sitiva dette proieltivilà \K\ , \P\ , \G\. Correlativamente si riconosce la retta unita 
attrattiva. 

H punta unito repulsivi è quello ove coincidono due punti uniti negativi 
delle proiettivifà |e} , jf! , |g| , Olivero è intersezione di due rette unite negative 
delle omografie [Ej , |F! , 1G|. 

Il punto unito neutro è in/erseii'one delle rette unite astrattiva e repulsiva 
dello omografia il, la retta unita neutro è congiitngcnle dei pienti unifi allrat- 
livo e repulsivo di U. 

Gli elemcnfi nenirt non si appartengono , gli elemenU attrattivi e gli cle- 
menti repulsivi invece si opparfeiii/ono rispettiva mente. 

Ogni forma di 2' e di 3' specie che trasforma il nello suo inversa H"* tra- 
sforma i punti uniti deU'ttno neile rede unite omonime dell'altra. 

5. Dati gli elementi uniti di una omai^rafia ed un punto H, si possono al ia- 
riare ài U, indifiduare una doppia infinità di omografie ; o si può fissare H, in 
infiniti modi, percbè un dato elemento unito sia l'elemento neulro, ed uno dei ri- 
manenti due sìa ottradit^o ; quindi possiamo dire che tutte le omografie individuate 
da tre clementi uniti reali e distinti Tormano uno strato clie si dii^tlngue in tre 
sistemi a seconda che hanno E , F o G per punto unito neutro , e questi li indi- 
cheremo con i simboli |E,e| , [P,f\ , [G.g]; e oiascuno di questi sistemi si suddi- 



Si noti ote cob) 9i è costruita pure della retta m, —MiM^la saa corrispondente 

In generale se di un punto N, bì vuole il corrispondente H,, si congianga U,N, 
e del punto B, = e-M,N, eì trovi il corrispondente B^ , ai proietti N, da E (asso- 
ciato alla retta e) e del raggio &, = SN, si trovi il corrispondente b^, sarà òj-B^M^ 
il punto Nj cercato. 

Colla notazione proposta da Gaspary (Giorn. di Creila Voi. 100} tutta la co- 
struzione é compendiata in 

(N,M,e E r S e Mj)(N, E r 8 e E) = N,. 

(*) Le rette unite non possono essere contemporaaMmente rette tinite positive 
per una delle proiettivi^ |Ej , |F| , jGj. 
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vido in due sistomi tali che ogni omografia dell'uno k inversa di un'omografia del- 
l'altro, e quindi l'un sistema è inverso dell'altro (*)• 

6. Abbiamo supposto al n.** I che la coppia di elementi corrispODdcnti H, H, 
che individuano una omografia non aia allineata con nessuno dei puuti uniti. Ma 
nello strato di omografie ve ne possono essere infinite che hanno gli elementi uniti 
allineati con E, per ognuna di queste posizioni si avrà una omologia di centro E 
ed asse e. 

Gli elementi successivi corridpondenti dell'elemento M, non escano dal raggio 
EM4=a, , e perciò costituiscono una omografia binaria \a,\ il cui elemento unito po- 
sitivo può essere E, oppure a^e—K^, secondo che il segmento N, MiH,' (**) con- 
tiene l'uno l'altro punto unito- iUa se l'elemento unito positivo tosse E per la 
omografia ja,| , sarà pure l'elemento positivo per tutte le altre omografie dei di- 
versi raggi uniti della omologia , perchè queste omo^afie sono fra loro a due a 
due prospettive, dunque E sarebbe l'elemento unito attrattivo dell'omologia ; e se 
invece fosse E, l'elemento unito positivo, l'omologìa non avrebbe piiì un elemento 
atlraltivo, ma un solo elemento repulsivo E, ed infiniti elementi uniti positivi sul- 
l'asse e. Ne) primo caso romolo},Ma ha in e un' unica retta unita repulsiva e in- 
Onito rette positive nei suoi raggi uniti , e nel secondo una sola retta unita oE- 
(raltiva in e ed infinite retto repulsive nei raggi uniti. Cosicché : 

Tulle le omotogie piane di centro E ed asse e /ormano un fascio di omo- 
logie che ai dislinguono in quelle che hanno il centro per elemento unito (U- 
irallivo e in quelle che hatmo l'asse per elemento unito attrattivo. 

Sono forme dì passaggio diid'una all'altra serie dei fascio la omografia iden- 
tica e la omologia armonica. 

Quando sì passa dall'omografia all'omologìa si perde il concetto dell'elemento 
unito neutro. Ed i naturale, poiché supposto l'asse e inctìITerentemente retta unita 
atlraltiva o repulsiva sempre su di esso dovrebbesi trovare l'elemento neutro, ciò': 
l'elemento unito positivo della proicttività \e\, il cbe non può essere quando la pro- 



(*) Il noto teorema, se due omografit iiW sono commutative hanno gii slessi 
elementi uniti (reali od immaginari). (V. Bannia. Lezioni di Geometria Proiettiva — 
Napoli, Pellerano — d." 120 a) pag. 22gj si può, pel caso In cui gli elementi uniti 
sono reali o distinti, dimostrare ora facilmente cosi : 

Essendo a' commutativa con il deve trasformare u in sé steBaa, qaiadi ogni ele- 
mento unito dì u in sé stesso, e perciò U' appartiene al medeaimo strato. 

I**) Serbando le notazioni usate nella memoria precedente (Fasci di omografie 
binarie e rappresentaeione geometrica degli elementi immaginarti. V. qaesto giornale 
Voi. XXVI, fase. 6") U,' è il coniugato di M, nell'involuzione del fascio ìndividnato 
dalla omografia ohe ha ESq per ponti ouiti ed M,M, pei punti corrispondenti. 
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iettività ò idcatioa. Adzì potendo Bupporsi ogni omologia (E, e) appartenere tanto 
al sistema [P/j quanto al sistema [G,g\, possiamo dire clic questo fascio di omo- 
logie è una forma di passaggio dalle omografie del sistema [¥,f] a quelle del si- 
stema [G.g], 

Ha non è la sola. Difatti fra le proicttività \e\ individuate su e dallo omografie 
dello strato ii è la involuzione che segna pure il passaggio della serie che ha 6 
per elemento positivo alla sua inversa. Ciò si avvera quando gli elementi H| M, 
iniJìviduano in |G! due raggi a, , a/ coniugati armonici rispetto &d f e g ; si ha 
in tal caso un fascio di omografie 0, ciascuna delle quali ha per quadrato una 
omologia (E,e). In queste omografie spociah 3, i punti corrispondenti successivi si 
alterneranno sopra i raggi a, , a,', quindi se la omografia \¥\ ha g per retta unita 
positiva, la omografia d^ avrà nel punto E il suo punto unito attrattivo, nel caso 
contrario eioè nella omografia inversa 8,"< i punti corrispondenti successivi ten- 
deranno ad arrivare sulla retta e, ove giunti si alterneranno continuamente fra 
loro nelle posisioni P, = 0| e , P,' = a\e , e qoindi la omografia non ha punto unito 
attrattivo. Egualmente le rette corrispondenti successive m, Tn^m, ... passeranno 
alternativamente per due punti fissi coniugati A, A', della involuzione (e), e tende- 
ranno nel primo caso a pervenire alle posisioni p, 5A,E p,'aA', E sulle quali 
continueranno a scambiarsi, e quindi la omografia 6, non ha retta unita attrattiva, 
noi secondo caso tenderanno alia retta unita e la quale è perciò la retta unita at- 
trattiva di 0,-', Cosicché: 

Le omografie 6, hanno un solo elemenfo atlralUvo (punto o rella) ed un 
solo eiemenlo repulsivo (retta o pU7(lo). Anch'esse possono appartenere indifferen- 
temente al sistema [F,f\ o al sistema [G,g]. Dunque : 

Si possa dalle omografie ttel sistema [F,f] alle omografie del sisteìna [<x.g| 
mediante il fascio delle omologie (E, e), o mediante H fascio delie omografie B^. 

Se due omografie {Ej ed \¥\ sono involutorie , la coppia M, M, dovrà essere 
allineata con 6 e determina la omologia armonica (G,^); tutte e tre le omografie 
|E! , jPl , j6{ non possono essere involutorie (*). 



(*) Non è privo di aa certo interesse il vedere graficamente il modo come si 
dispoE^no nel piano le linee poligonali descritte da ciasoana serie di elementi suc- 
cessivi. Completando quelle di ana omografia con quelle della omografia inversa si 
veggono queste linee emanare latte dal ponto unito repubico toccando la retta unita 
repulsiva, allargare man mano gli intervalli fra le posizioni dei punti sncceBBÌvi, per 
restringerli gradatamente e riunirsi tntte nel punto unito attrattivo toccando la retta 
unita attrattiva ; Bienne di queste passano per rinfioìto altre no. Fino ad aa certo 
punto sembra vedere lo linee di limatura di farro ohe si dispongono sopra un foglio 
dì carta sotto l'azione dai poli di nna calamita. 

Quando i due elementi U, M, non sono separati dalle rette onite qneati cammini 
banno l'apparenza di una curva che rìvolge sempre la concavità o la convessità alla retta 
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7. Consideriamo ora il caso che due punti o quindi due rette unite coinci- 
dano in una. E innanzi tutto osserviamo che non possono coincidere fra loro }jli 
elementi attrattivi e ripulsivi, E , F, perchè, se ciò avvenisse, rimanendo isolato 
il punto neutro G, sulla retta e = ^ vi dovrebbero essere due proieltività sovrap- 
poste, delle quali l'una avrebbe per elemento unito positivo F = E , l'altra 6 , il 
che non può essere , che altrimenti ad ogni punto di e corri.tpon'lorcbbero nella 
omografia a. due punti e non uno. Dunque quando un'omografia à due clementi 
unili coincidenti, in esso coincide con l'elemento neutro G. o l'elemento attrattivo 
il repulsivo, e quindi si può dire che l'omografia perde l'elemento neutro- Sup- 
poniamo che sia E = G e quindi anche e^g. 

Dei due punii E,F c/tc restano sulla rena gse it punto altralUvo è qttello 
c/te funziona da elemento positivo delia omografia jg|. Difatti , se in omografia 
{g\ ha E per elemento unito positivo la omografia jGj = {Ej deve avere f per retta 
unita positiva, quindi le rette successive di iE[ tendono ad avvicinarsi nd /*, 
quello di jFj (ohe è parabolica) tendono nd avvicinarsi a.d e = g dunque i punti 
ll,M)H|... tendono ad avvicinarsi al punto E. Quando invece la omogratia \g\ ba 
F per elemento unito positivo, lo rette successive di [Ej e quelle di jFj tendono 
alla stessa retta jgj , ed i centri di prospettiva A, A, . . , delle coppie di rette 
&, bi,6i&, ... di {F| tendendo verso F fanno pervenire i punti succesaivì in F. 

Nel primo caso tutte le serie di punti successivi raggiungono il punto E, nel 
secondo tutte raggiungono il punto F ad eccezione dei punti della retta f (*). 

I tre stilemi di omogrofte si riducono ad un solo, il quale si suddivide in 
due sistemi l'uno inverso dell' aU o. Esso contiene un fascio di omologie (F,/*) ed 
un altro fascio (E,e) = (G,g) di omologie <li cui il centro e l'asse si appartengono; 
contiene inoltre un fascio di omografie 0, che hiumo la proprietà di avere come 
clementi uniti attrattivi il punto K~G e la retta e = g , e questi sono clementi 
attrattivi anche nelle loro inverse , quindi sono pure elementi ripulsivi nello ©g. 



nnita nentra ; nel caso contrario il oamoiiuo è a zig-zag, e se si considerano separata- 
mente le posizioni dispari e le posiziouì pari sì hanno dne cammini differenti ognuno dei 
quali può rassomigliarsi ad ano dei percorsi detti sopra. Anche questa potrebbe es- 
sere ragione di distinzione fra la etnografie dello strato. Neil' omologia questi per- 
oom divengono rettilinei, nella omografia 6 si sdoppiano in dne rette. Vedremo più 
innanzi che essi divengono delle linee cbiase qnando EFO coincidono in un pnnlo 
solo. 

(*) La oostruzione degli elementi snocessivi può essere la seguente : 
Per il punto doppio £ = G si tiri una retta r ohe seghi 6, , ì>, in F^ , P',. Posto 
()« = ?, , &,e~Pt sia S il punto ove P^ ?', interseca g sì proietti P'j da 8 in Pj 
su f, sarà FP, s&j la retta corrispondente a &,. Quindi sia B, l'intersezione della 
retta M,Mj con f, si costruisca B, eoa l'opeiazioue (B,FrS/) , B^M, incontrerà b^ 
in M,, 
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8. Finalmente quRndo i punti EFG, coincidono in un punto unico G , e le 
rette efg coincidono in una retta unica g, questi due elementi sono contempora- 
neamente elementi attrattivi e repulsivi ; lo strato di omografie si compone di un 
solo sistema e non contiene che un solo fascio di omologie (6,17) di cui l'asse e 
il centro si appartengono. 

La costruzione di queste omogrnfìe è immediata ; solo si ricordi che oltre a 
dare la coppia M, M, bisogna anche assegnare sulla g una coppia dì elementi P,P, 
che determini la omografia \g\. 

9. È già nota la costruzione degli elementi uniti di una omografia ternaria a 
che si può ridurre alla seguente : 

Siano P , P, , Pi tre punti consecutivi e (P) , (P,) , (P^) tre fasci di raggi buocoS' 
sivarocDle corrispondenti della omografia ^ì; il luogo delle intersCEioni dei raggi 
corrispondenti dei fasci (P)(P|) è una conica che passa per E, F,G ,P,P| e tocca in P, 
la retta PP^ , il luogo delle intersezioni dei raggi corrispondenti dei fasci (Pi) (fj) 
è un'altra conica che passa per EFG l'i Pt e tocca in P, la retta P, P^. Eliminata 
la intersezione P, , che è arbitraria, delle due coniche, si hanno netti rimanenti 
punti di intersezione ì punti uniti. Le due coniche toccano ciascuna in P, due 
rette corrispondenti quindi se continuiamo a considerare le coniche date dai fasci 
(Pt) (P9) • (^a) (P4) ecc. si ha che queste coniche successive si segano successiva- 
mente nei vertici della linea poligonale P, P^P, ... e toccano i lati medesimi di 
questa linea, e quando il punto P si sarà avvicinato al punto unito attrattivo la 
conica si deformerà nella retta unìla neutra e nella retta unita attrattiva. 

Nella omografia ii~* inversa inrece queste coniche tendono a quella formata 
dalla retta unita repulsiva e dalla retta unita neulra di ìì 
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A PROPOSITO D'UN TEOREMA DI TCHÉBTCHEW 



ERNESTO CESÀRO. 



Créuse , 

Qui va toujours tralnant en chetnin, c'est ms muee. 
Elle e'en va là-baa quand ja la croia ici. 
Une pietre l'arrète, un papillon l'amuse. 
Qtiand arriverons-nous si noua marchons ainat ? 
(A. DB Hdbset). 



Ritorniamo sulla dimostrationo del teorema di Tchébychcw, data dal 
aig. D'Arone, per estendere il teorema stesso al caso di più funzioni. G vero 
che a tale estensione immediatamente si perviene considerando un certo integrale 
doppio, come ha mostrato il sig. Franklin neìV American Journal; ma, potendo 
la semplicissima identità algebrica ottenuta dal sig. D'Arone trovare altro appli- 
cazioni oltre quella immaginata dall'Autore, non ci sembra privo d'interesse occu- 
parci dell'identità stessa per estenderla al caso di v serie di n numeri , che rap- 
presenteremo come segue : 

Ufi I Vft , Uj, , . . . , Ufn ; ({ = 1, 2, 3 , . . . , V). 
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RappnuODtflremo poi con SVJ^ ,. l'espressione 

"21 "«"«•" ■••"•• 
1=1 



1 1 ^ f<« 



+(-i)'''2]"'""«""---"w' 

ì cui terEDioi, come facilmente si riconosce, si possono disporre in un quadro, in 
modo cbe all'intersezione della i^ linea con la 3^ colonna venga il termine 

"««««.i ■ • ■ »« - £«H<hl • • • »t-l.l''fj''~4,< • • • Bvi 



+ 2«ii---<V-i.i'M"n-i,l- • •"•-i.i»,)''.»!,!- • ■»« 

- + (- 1)" »««««« •••««■ 

É questo lo BTiloppo del prodotto 

(«.1 -«.,■>(««-"«) («.!-««)•■ • («.1 -«.()■ 
Danqae 
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Ora, se le u^ sono i valori d'una futiEìone Uf negli estremi superiori di n in • 
tervalli uguali, ìn cui si diTÌde l'interTallo 01 , è cliiaro che, dividendo per n* 
l'espressione che defluisce '2n*],,«, e rappresentando con J^ il limite Terso cui 
tende J^,, per n crescente all'infinito, si ha 



J.=5 2 (-')' S Ifc. U. U. ...U. dx./'u. U. V....V. diri - 



(-0 



dove le; completano, con le t , il sistema dei piimi v interi positivi. All'espres- 
sione (3) va esteso il teorema di Tchébyehew. Si osservi, ansitutto, che, se v 
è disparì, Jy = 0. CÌ6 risulta anche dalla (1), poiché scambiando i con / nel ter- 
mine generale si cambia il segno del termine stesso, senza «Iterarne il valore as- 
soluto. Supposto V pari, sia h il numero delle funzioni U^ che variano in un de- 
terminato senso. É chiaro che h delle difTerenie u^i — % hanno un segno con- 
trario a quello delle altre v-6. Dunque, qualunque sìa n, il secondo membro 
di (I) avrà un segno determinato, se ciascuna delle runiioni U^ varia in un deter- 
minato senso, quando ic va da ad 1. Per n infinito , si vede che l'espressione 
)v è positiva negativa secondo che pari o dispari è il numero della funsionl cre- 
scenti. Se, per esempio, v = 4, si ha che l'espressione 

Tu, U, V, Ut dx -fv, dxj\t D, D, doj +||u, U, dx +f*V, U» da 
- l'c, dmf U, 0, Ui da + ru, U, dajJ^U, U* dee 
~fv, dvfjO^ V, U, dw +l'Vi U, dxfjSt U» dx 
-jyidwj*V,VtVtdx 

è negativa quando, nell'intervallo 01, una delle funiioni cresce in senso contrario 
delle altre tre ; ed è positiva in ogni altro caso. Il precedente teorema generale 
è reso intoitlTO se si osserva che, dividendo per 2n* i due membri di (I), si ha, 
per n infinito , 

h=-\ll l[ [".<'») - 0.(S)1 [U.(aJ) - U,(9)] . . . IU,(a!) - VM) die dy. 
Ora si pu6, imitando II sig. Franitlin, partire direttamente da questo inte- 
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graie doppio per generaliziaro is proposfsione di Tchébychew. Esso ci ricon- 
duce iafatti, BTiluppandosi e scindendosi, all'espressione (3). Inoltre, come ha os- 
servato il sig. D'Aro ne, se u^ rappresenta la variazione subita, in laiore asso- 
luto, dalla Vi, lungo riutervallo 01, si ha 

lJvl<5«.«»«, ...V (3) 

Cercando di precisare maggiormente, si ricadrebbe sulla dimostrazione del 
sig. Fraalilin. DÌTÌdiamo infatti l'intervallo 01 in un numero Unito, [i. di Inter- 
Talli uguali, e sia v,j il valore assoluto della variazione subita dalla funzione U^ 
nell' intervallo ^"x*. Se conveniamo, per fissare le idee, che ogni punto di diTìsiooe 
appartiene all'intervallo di sinistra, è chiaro che nell'intervallo i<°° cadono tanti 
punti della divisione in n intervalli, quanti ne indica l'espressione 

[?]-[H]. <') 

dove [x] sta a designare la parte intera di se. Fissato [i , il numero (4) è assin- 
totìco a - , quando n diventa indefinitamente grande. Si hanno dunque, per n 

crescente all'infinito, -; coppie di valori per r ed s , tali che 
per due valori dati di i e j. Ne segue, per la (1), 

poi, se n cresce all' infinito, 

1 \^ 
'•* <j 

Se [jt= 1 * si ritrova la limitazione (3). Si ottengono limìtationi sempre più 
soddisfacenti col crescere di |i. Cosi, per [t = 2, scindendo ciascuna u^ io a, + Po 
dove ftj rappresenta la variazione di |U|| nella prima metà dell'intervallo 01 , e 
Pi la variazione nella seconda metà, si ha, invece della (3), 

1 JJ < I u, u, . . . u, + gC«,a, . . . a, + p, p, . . . p,). 
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Finatmente, se t>^ cresce all'infinito, si ricade sull'integrale doppio coosidersto 
precedeotemente. Supponiamo, ora, che il valore assoluto di u^ — Ut,p^i oscilli da 

^ki B^ Iju quADdo X va da 

ed - appartengano rispettÌTamente agli intenalli V^ ed j^ , nella diviùone in v 
JnterralU, cosicché 



[ni ni rni ni 



L ^ [L 

dove 11 numero intero p varia da 1 al valore (i), e « da 1 al valore espresso da 
(i), dopo il cambiamento di i in j. Assintoticamente p e o possono dunque per- 
correre la serie dei primi - interi positivi. 

Ciò premesso, se si scinde | Uj^ - Uj^, | negli intervalli corrispondenti alla di- 
visione di 01 io n parti, si ha, a meno di quantità evanescenti rispetto alle altro, 

I «to - «à. I > J {««+ eji,*f . + ••• + «»j-i) + ««- P««- 

Se poniamo» per brevità, 

E* = em + s/i^in + . . . + e» j_, , 

vediamo ebe un limite inferiore di 

I {«.,-«„)(««.- wj. - .(«vr-Ol (5) 

è 

Q E, + CI,, - p6„)(^ E, + Ofy - pi„) . . . (Jl E, + 03^ - pi.,). (6) 

Groppiamo, nell'espressione di |Sn*J.^,|, tutti i termini come (S), pei quali 
restano invariabili t e j. Bisogna, a questo scopo, far variare p e o, separatamente 

da t ad -■ Allora, indicando con l^ la somma dei termini come (6), si avrà 
per n infìnito. Intanto, per ottenere dalla (6) l'espressione di f^y, bisogna attri- 
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buire a p e o le -; coppie di valori iateri compresi fra 1 ed - , coBicchò 

Ciò premesso, si ha, STÌIuppando (6) , 
''/= Q) E.E, . . . E, + {ff'* £ JE. . . . E,_,E^, . . . E,.2] («„ -pe,,)j 

+ (iy 2 K •" E*-<Eh.. - Et-,E,^, ... E,-2 (osjy -ps„)(o£„- pe^)} 

+ . . . ....■....:. 

+ S («</ - P^ii) («1/ " ?•«> • ■ • ("^i - 9^ù . 

dove ciascuna p deve considerarsi moltiplicata per o", e ciascuna o per p". In virtili 
di questa osservaiione e dell'eguaglianza (1) si vede subito che 

2<«M-p6Ai) = 2(j) (ejy-e»*) 

Si osservi, inoltre, che se il valore assoluto della derivata U'j oscilla da o^ 
a 6y , quando o; va da ^-^— a -, si ha 

lim. nify=:afj , Hm. mt^y = &ij , 
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per n iDflnito, Quindi, ponendo, 

dorè 8 Taris fVa t e i ìDClusivameate, si ottleDe 



■^ v+1 2v •^■■•a: ^^j 



Si ha poi un limite superiore di \J^\ cambiaodo le a in 6, e le A in B. Se 
|i= I, le A e le B sono nulle, e l'espressione precedente si riduce all'ultimo ter- 
mine, cioà 

cai si può dare la forma 
g, g, . . . g,, 



2(v + ÌKv -t- 2) 
ovvero 



(Cv+1,1 — Cv+»,t + Cv+i,i - ■ • ■ ± 0,+.,,,+,) . 



2 , (v + 0(v + 2)' 
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dove brevemente sì & scritto a, invece di Of, per indicare il minimo valore assoluto 
che V'i assume nell'intervallo 01. Dunque, se v è pari, si ba 

o,a,o,...dv . . ft|ftt6»- .. ft, ,Q. 

(v + Ì)(v + 2>^''''''^(v+l)(v + 2)* ^"^ 

Se, invece, [i cresce oltre ogni lìmite, non resta che il primo termine, e, per 
conseguenza, il valore assoluto di J, tende ad essere racchiuso fra le quantità 



2 '''"• é^ li A«i A,,,. ...k^j , 1 lim. -Ipi >; B.y B.y . . . B,y. 
*^ ij ^ ij 

81 osaerfi che , supposta la continuità in ciascuna U, , i valori di a„ e b„ 
tendono, quando ìf. cresce all'infinito, verso il valore assoluto dt U', per ir = lim-. 
Ne segue 

essendo 

ai = lini— , j/ = lim — . 

Le due quantità che fra loro comprendono |JJ tendono dunque verso un li- 
mite comune, valore assoluto di 

f/|/][C,(aJ)-D.(v)]lU.(a;)-D,(v)] . . . [TI,(a!)-U,(y)ldajdy; 

e, per conseguenza, valore assoluto dì J,. Siamo cosi ncondottì all'integrale doppio 
del ug. Franklin, Ora, lasciando ^ qualunque, sapponiamo che le funzioni U, 
siano tutte uguali ad una funzione U, la quale, del resto, come ha osservato il 
sig. D'Arone, può variare comunque nell'intervallo 01. Ponendo 



V = / D'daJ. <9) 



si ha, simbolicamente, 



J,=|a-x)^ 



dimodoché l'espressione ùmbollca Se equivale al prodotto delle espressioni sim- 
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boliohe e^, e"*'; e siocome, in tirtù di (9), 

si ha 

Da questa uguaglianza si ricava subito, ia taluui casi, l'espressione di J,. Per 
la limitazione (8) si può scrivere 



(v+l)(v + 2)"''"(v + l)(v + !)' 

da cui si deduce che , supposta la continuità di U e della sua derivata prima , 
l'espressioue Jy è assintotica a K', per v indefinitamente grande, essendo R uno 
dei Talori assoluti della derivata di U, nell'interTaUo 01. In altri termini 



liml.'=|0'(5)| , (0 55<1). 

Se, per esempio, si prende U=log(l +:c), la formola (10) d& 

|-(2' + 2-') 
e"=^^^. 



i.-sVS!S£S- 

vl "" ii(v + S() 



• " ' ' lc» + l)(» + 2) (» + IXv + »)(v + S)(v+t)^" r 

Si ha fra parentesi una serie convergente , la cui radice v^ tende dunque 
all'unità. Ne segue 

limJ,'=logJ, 
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e però, uel caso attuale, 

^ = log2 , S = 0,4426... 

Per sostituire alta (11) limitasiont sempre pili strette basta far uso delle dis- 
uguagliante trovate precedente mente, e si vede allora clie, lasciando m qualunque 
e sopprimendo i primi indici, diventati inutili, un limite inferiore di J„ ò 

^^^"^ ri é'A'" ^^ ^r + l 2r ^ 3(r-l) ■■■^r+l)]' 



V + t)(V + 2),.''*»2j 2d jCv+t,r+l V" 



2(1)4 „,. . ,,^ 



Limitandoci al caso di v = 2, quando 

J, = £u»(te-(|]ndajy. 
troviamo, come espressione del lìmite inferiore di J, , 

lT7»2 [ ^*tì' + 6A'i (Oj - fli) + 2a/ - 3a( a^ + 2n,' 1 . 

Per le parti cbe contengono le A si' può supporre i<j, mediante addiiionc 
del termine generale, in cui si scambia i con j, al termine stesso: questo diventa 
12AjyAjf , se si osserva che A,,- — Aji è uguale ad Oi-aj. Ne segue 



'.>^.2,''.'-4-7(^°')' 
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Cosi , per (* = 2 , 



192 ^ '^ 192 

Non è difficile immaginare altre espressioni integrali che godano della pro- 
prietà di prendere segni determinati in determinate circostanze. Sarebbe interes- 
sante discutere , per esempio , le condizioni di variabilità di tre Tunzioni , perchè 
l'integrale 

d=/^fJ}u.(y)U,(z)-Ui{i/)U,(z)l[U,(z)U,(aj)-U,(z)U,(a:)]tD,(x)U,(y}-U.(a!)U,{v)](/irdydz 

sia positivo negativo. E utile osservare, a questo scopo, che l'integrale consi- 
derato equivale a 



'U:i:i: 



n,(a:) D,(y) V,{z) 
Uw) U,(y) U.(z) 
n.<«=) C,(s) D,(2) 



das dy dz , 



(12) 



e però il suo segno dipende dal senso in cui varia, in valore assoluto, il determi- 
nante delle U. Scindendosi, Tintegrale 1 si riduce a 



^1 ^t ^M 

^•1 'si ^M 



ì.tf=j^VfVjdx. 
E ovvio che A altro non 6 che il discriminante della Torma quadratica 

Il ^y 5, 5, = r (D, 5, + U, 5, + u, g,)» dx. 

Ad ogni identità fra un integrale multiplo e l'espressione equivalente in inte- 
grali semplici corrisponde una certa identità algebrica. Questa è, nel caso attuale, 
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la nota identità Tra l'espressione 

«1/ «u 
il cui rapporto ad n' teode , per n infinito, all'espressione (ìì), purché si ponga 

j!=Iim. - , v = lini' - » z=Jini. -, 
n n ■ n 

ed 11 discriminante della forma quadratica 



il cui rapporto ad n' tende all'espressione (13), quando si suppone cbe le U( siano 
i lalori di D, negli estremi superiori di n intervalli uguali, in cui va divìso l'in- 
terYallo 01. Bastano questi rapidi cenni per lasciar iscorgere come le ulteriori 
estensioni del teorema dìTchébychew debbano ricercarsi nella teoria delle forme 
algebriche. Le identità generali e le trasforniRiioni che questa fornisce potrebbero 
forse condurre, mercè opportune limitazioni, a nuovi od efficaci metodi pel calcolo 
degli integrali definiti. 
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LE FORMOIE FONDAMENTAIt 

PEH LA TRIOONOHETIilA DELLA ELLISSI 

FU 

R. MALAGOLI sd E. NANNEI. 



!I. 



1, Nella trigonometria circolare le linee goaiometriche si possono considerare 
iodilTerenteniente come funzioni dell'arco o dell'angolo al centro. So noi volessimo 
trasportare sulla ellissi le deflaisioni trigonometriche dovremmo distinguere i due 
casi, giaccbè non è più costante il rapporto che passa fra la lun^^bezza dell'arco 
e l'angolo da esso sotteso al centro dell'ellissi. Sappiamo ami come lo studio del- 
l'arco della ellissi portasse alla scoperta delle funzioni cllitticlic. 

Ci proponiamo di trovare per via diretta le formole più ìinportnnti che ai ot- 
tengono quando si applicano alla ellissi le definizioni corrispondenti alle linee tri- 
gonometriche circolari considerate come funzioni dell'angolo al centro. Dalle nostre 
forinole si otterranno quelle della goniometria ordinaria ponendo uguali a I i se- 
miassi della ellissi. 

Uno studio perfettamente analogo si potrebbe fare sulla iperbola; ma è chiaro 
che alle formole corrispondenti si potrà arrivare, partendo da quelle che troveremo, 
sostituendo al valor reale di b il valore ib puramente imaginario. In queste for- 
inole facendo uguali ad I i semiassi della iperbole, sì otterranno le corrispondenti 
relazioni delle funzioni iperboliche comuni. 
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3. Ponendo per semplicità l'orìgine degli angoli in OA (Fig. I.) avremo le se- 
guenti dellnisioni : 



5 , 

H A X 



Fig. 



Seno elUttico dell' angolo a è il valore del rapporto tts = ? . » lo Indichere- 
mo col simbolo ala. 



teremo con tgla. 



Analogamente : 
cos ellittico a = eia = ^ = - 



cotg ellittica a = colgla. = -^ 



É facile Tedere che le quantità ora definite sono legate fra loro dalle se- 
guenti relazioni : 
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SJ)( 


cotgla 


(Il 


seda 


-Sta 


+ tgl'a 


= aed'a 


eosecla 


1 

"•te 



1 + cotgPa = CQsecPa, 

i. Calcoliamo il valore delle linee trigonometricbe della ellisse per valori spe- 
ciali dell'angolo. Basterà limitarci al si percbé colle forraole precedenti si otter> 
ranno tutti i valori corrispondenti alle altre linee. 

Sia a = 30'. 

Allora 

0M=2y , a!* + y* = iy* , x = y^fJ 
Sostituendo questo valore nell'equazione della ellissi « ha 



e trattandosi di arco positivo : 

8l30* = - 



Sia o = i5'. 

E chiaro elio si ha: x = y quindi dalla equazione della curva: 

^ ab 

± Vo* + 6* 

•Ja* + b* 
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Consideraiioni analoghe a quelle fatte nel caso di a = 30° portano : 
a-fZ 



aU(fl=~ 



/¥TiW 



Sia « = 90". 

Allorft X = . y-b quindi 



Sìa a = 0°. 

Sarà a) = a , y = onde : 



8i0<>=0. 



t. Oltre alla ellissi OAB di semiassi a e b si costruisca l'ellissi contusala 
avente i semiassi invertiti rispetto agli assi coordinati , (Fig. Il) e sia OA'B'. Es- 
sendo HOA. = a , per la prima ellissi avremo : 



Sl(7. = 



cla = 



» 




1 


~\ 


1 


^ 


* 


RB' P A X 



Fig. II. 
e se ce, ,Vt sono le coordinato del punto N. avremo per l'ellissi coniugata (*) : 

ed anche : 



(_*) Indicheremo anche galla ellisse con ^ l'angolo retto. 
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Mu dalla figura si ha tosto : 



y _y, bsla _ \z / 

x~ w. ' acla " . , /e \ ' 



che sostituito nella precedente, ci d&: 

^2 / ±^ a*ci»a+ 6* 



a* da 

8t*at 



prendendo il segno + nel primo e terzo quadrante , il segno ~ negli altri due. 
Similmente si ottiene : 



\2 / -(. ^ a*ci»a + 6*8l»a 



La retta OQ che unisce il centro con il punto comune alle due ellissi forma 
angoli di 45*' con gli assi. Perchè se cosi non Tosse, Tacendo ruotare la figura at- 
torno alla bisettrice deli'anpolo ÀOB per un angolo di 180°. le ellissi si scambie- 
rebbero di posizione e verrebbero ad esistere due punti d'incontro in uno stesso 
quadrante, il che b assurdo- 
Considerando l'angolo AOQ si ha: 

a; = x, , y = y, 
quindi : 

acU5* = f>eUS° , fflU5'=~ 

come già sappiamo. 

S. Passiamo allo studio dei valori che le linee trigonometriche assumono ne- 
gli altri quadranti. É facile vedere che si hanno le seguenti relazioni : 

8[0» = , 8l^ = i . 8lTC = , 8(y = -l , 8l2lt = 

s[(-o) = -flia , el(2fcit±o) = ±8to , eli t2ft+i)it±« ! = T sia 
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si (« -- o) = «la , 8lQ + KJ=slf| -a). 

Dallii quale si deduce die il seno ellittico è una funzione dispari, periodicit 
coir intervallo 3i:, essa si maotieoe positiva nei V e li" quadrante ed è negativa 
nel ni» e IV». 

Per la tangente ellittica si hanno queste relazioni : 

(9100 = , IJm(pl(|i e) = ±» , lglK = Q 

lim tffl (y ± ') = T "* • 'fft 2ic = , Igti- a) = - Igla 

tyl(2kit±a) = ±tgH , lgl\{U + \)v±a\ = ±lgla 

1gl{x - «) = - (ffte , igt (? + «)=- ,gl (^ - a). 

Dunque la tangente ellittica è funzione dispari, periodica coll'intervallo tc; essa 
si mantiene positiva nel I" e III" quadrante ed è negativa nel II" IV». 
Per il coseno sussistono le eftuaglianse : 

cI0« = 1 , cl| = , flls = -l , cl^ = , ci?ic = l 

cl(-«) = cla , ct(2fti!±o)=cla , cJ !(?ft+ i)it ±a | =±c(a 

cJ(Tt-«) = -cIa , cl(| + a)=-c((|-a). 

Onde il coseno è una funiione pari , periodica col periodo '2tc ; essa si mantiene 
positiva nel I' e IV* quadrante, negativa nel II" e III". 

Quanto alle altre funzioni : secante, cotangente, cosecante, basterà rammen- 
tare che esse sono rispettivamente l'inversa del coseno, della tangente e del seno. 

«II. 

1. Passiamo allo formolo dell'angolo somma. Supponiamo dapprima a,+a,<^; 
se a, È rappresentato da AO]f,a, da AON, facendo NOP (Fig. 111} uguale ad a^, 
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Facendo centro in e con raggio OM = p, conduciamo 1» circonferenza , & 
cliiuro che noto tJE, dalla similitudine dei triangoli OPD , OQE ci sarà facile de- 
durre i'D e quindi si (a, + a,). 

Sieno Xi,y, le coordinate di H ; x,,j/, quelle del punto N, ed x^ , j/, quelle 
del punto P. Dalla Qgura abbiamo : 

QE = ES + SQ = GV + SQ = FN + UV + SQ. 

Ha FN = y, , e dai triangoli simili MUV.NFO si ricava; 



UV = y, 



Pi -Pi 



quindi : 



QE = ì/. + yi^-^ + SO = i/,^ + SQ. 



SQ= VQV'-^SV 
bisogna quindi determinare QV e SV. 

SV = EG = OG - OE 
OGs:aj, + FO=a), +ND 
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e siccome per i trìiin^oli ora detti si ha anche : 



OG = X, + X, i^— !S = 3!, ^ 
Pi ft 



OE =ODEl = a^,?i. 
P. P. 

QDÌDdi ; 



P. P. ^P> iJ 



La corda QV è evidentemente eguale alla HR ; e dal triangolo rettangolo Sllllt 
si deduce : 



Hit = Vv,' + HR' = ^'v,> + (p, - ir,)- 
perciò 



SQ=\/'!/,' + (?,-i>',)'-P.'(|'-~')' 



Dai triangoli simili QEO , DPO si ricava : 
onde : 

o „.=i,.^;W^»,'.(p.-'f)'-^'(S-?y 

da cui : 

».'-2!/.v.e= + s.'?4=|4v.--^(p.-r'^.0-^'(r-r)' 

P* P» Pi \ Pt -^ ''P» Pti' 
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e rammentando che Po* = Xa* + y,* e dividendo tutto per p^ , si ha: 

?■ " p? Pi'"' p," e,' Pi' Pi' p. 

Raccogliendo : 

M (».' + ic,') - - (a:. ir, + s. y,) = |i (a;,- 1 !/i') - 2 ^' 
P» P» Pi Pi 



da cui 



3!o ■«. + ».».= 



Pi 



Questa relazione contiene la condìtione clie AOP = a, + «,, perchè per sta- 
bilirla ei siamo valsi della eguaglianza QV = UR che sussiste solo quanto à veri- 
lleata la condiiiono predetta. 

?. Potremo peraltro stabilire una relazione analoga coDduccndo (Fig. IV) la 




UE H GRF k X 

Fig. IV. 

Girconrerenta di centro e raggio p,. Dalla figura abbiamo ; 

QE = QS + SE. 
Ma 

SE=VG = !/,2t 



QS = v/qV" -SV" , QV = MR = v/mH' + HR' = Vt/,' + (p, - X,)' 

SV = EG = OG - OE = ir, 5! - a!.2» = p. (2! - -•) 
Vp, "P. Vi Po' 
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-\ly.'U9.-x,)'-t,'(^-^)'. 



Pi ' ^P( Po ' 



Questa Tormola si ottiene dalla (1) cambiando ft,x,,yt in Pt)^i*J/t; pic- 
chè cCTettuando questa sostituzione nella (2), aTremo tosto l'altra forinola che si 
cercava : 

(3) aì.x, +7/oy, = ^af,. 

n 

3. Abbiamo dunque il sistema : 



(*) 



die dobbiamo risolvere tanto rispetto a y, quanto ad Xg. 
Eliminando x„ , si ha : 

y«(.Xx y% - ^iV,) = Po (^<* ^-'*'«'^) 
quadrando e sostituendo & Po • Pi > Pi i loro valori si ottiene : 

1/ ■,. / , „ t '»(*('»»* +!/•*)— 3Ji*(3C,* + U,*) I» 

Wo'CsCiy, - ajty,)» = (aj„» + i/o') j -^, - — ^^^^ 1 -1 __ /' ■ [ 
I v(x/ + y,')(a!t* + i/,») 1 
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quindi essendo per la equiisionc della ellissi : 



li ottiene : 



da cui : 



!/o = 



__ _ — _ -^-—^ 

VCsCiV» - a!ty,)'t'»»* + ì/i*)^»»* + y»*) II— (^i' y»" - iKi' Vi*)' 



che si può scrivere : 

yo^ a(a;)y, + fl:iy. 



Vi»* {acì|* + y,*) W + Vi) - C'' - «*J (a:, y, + x, y,)»' 



(t(g.y, + a;,y ,) 



* 'y6Ha;i''3'i*+ai'y»Hy,*K,'+y,»y,»j-()»(a'i*yt*-*a!i'y,*+Sx,a3,y,yt)+«'"(a:,yj+Xty,)' 

a(a;,y, + Jity,) 

V6* (X, ai, - y, y,)» + a»(a;, y, + x, y,)' ' 
quindi 

,„, ,, , a* (sia, cfot + sìa, eia,) 

(5) sl(a. + «»)= , V ■ ■>! « t/ 

va*(8t«, ctói + 8lo, ciò,)* + (a* da, ctoi — 6* sia, si^t)* 

l*er ottenere la rormoia per II seno della difTerenza , basterà sostituire nella (5) 
ad a, il valore —a, e si otterrà: 

(6) ri(.,-<^)- a'(.to,cl».-sl..d.,l 



Vu* (s/a, eia, - sia, da,)* + (a* età, eia, + 6* sia, «(04)* 

4. Cerchiamo la forinola che ci dà il coseno della somma e della diircrvnza 
dei due aa^joli. Dal sistema delle (ì) eliminando y^ col moltipllcare la prima per 
y, , la seconda per y, sottraendo si ricava : 

^A^\ y» - ^% Vt) = ?o ) r^ ^' y» ~ — ic» !/i i • 

'Pi p. ' 
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Quaiinmdo e sostituendo a Pg,Piifi ■ loi'o valori si ha: 

RicavaniJi^ (liiUa equatione della ellissi il valore di y^*, sostituendolo o ridii- 
cendo si ottiene : 

an,* i a* (x* x,' + J/,* a;,' + ce,* y»* + y,* y,') - (a* - (.*) (a:, ac, - y, y,)* | = 

Da cui : 

jp ofe(a?,a;,-y,y,ì 

Va'(x, y, + a;,y,)'+ f»' (x, x, - y, y,)* 

E introducendo opportunamente i divisori a e b: 

n* c/a, da, - 6* sia, sta, 
V'»*(*(a) c/a, + sia, eia,)' + (n' clo!, eia, - ò*sla, sia,)* 

Nella quale sostituendo ad a, il valore - a, , aTremo: 

a' da, c/a, + fe's/a, s/a, 



(8) cI(o, -«,) = 



Va* (s/a, e/o, - slOj eia,)* + (a* eia, c/a, + 6* sto, ala,)* 



5. Lo formole che abbiamo ottenuto sono vere nella sola ipotesi che a,+a,<-. 
Ci proponiamo ora di ilimostrarnc la generalità , e ci limiteremo alle sole (5) 
CO). 

Facciamo vedere innanzi tutto che le (S) e (1) sussistono per qualunque valore di 

a, e a, compreso Tra e ^. Se indichiiimo con a,' e o:,' i valori dei rispettivi angoli 

complementari, £ chiaro che la loro somma a',+ a', (quando a. + «i supera r), 

resta sempre minore di 90°; quin[li per essi sussisteranno le nostre formole e 
potremo scrivere : 

»'(«,' + «,') = a^'t«.'el«,'^-sl«,^da,') 



■<Ja* (sìa,' da,' + s/o/ c(a,')' + ta* eia,' c/a,' - ò»g|o,' sia,')* 
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e* cidi' eia,' - b'sia,' sta,' 



•Ja*{sla,' etot' -^ «^V clat'J* + ("* età,' cfo,' - 6* sto,' sia,')* 
Ma dallo formole per gli angoli complementari abbiamo : 

sia, = si ( 5 - o, I = , , ' t: — . 
^2 ^ Vo*cl«a, + 6*6l»a, 

da,' = ci I ~ - a, I = , ■ -- : 

^■^ ' Vo*ci*a, + fc*8Ì»a, 

ed analoghe per a,'. Sostituendo avremo : 

Q*6*(cfg, sia, + sia, eia,) 



8lJTt-(a,H-a,)j = 



cljii-(a,+a,ì| = 



Va"tp*(c(a, sto, + slot, do,)* + (fl*6*8ia, sto, - a*ò*c[«, da,)» 
^a*ò*s(a, sia, - o*6* da, cla^ 



Va'6*(c(a, sfa, + sia, da,)' + (a*ò* sta, sta, — a*6*c(a, d«,)' 
Dalle quali si ricava subito : 

a'(sZa, da, + sìa, età,) ^_^ 



81(9, f a,l = 



d(a, +a,) = 



•Ja* {sia, eia, + sia, tta,)* + (a* da, da, — 6* sia, sia,)* 

a*da, da, - 6*st«, sia, 
•Ja*{8la, clat+ «la, da|)*+ (a' da, da, — fi*8ia,s/a,)* 



Queste formole sono appunto le (5) e (7) applicate agli angoli a, e a,. 
Vediamo quello ctie succefle allorché ad uno degli angoli sì aggiunge o si 

toglie ^. Supponiamo perciò che ciascuno degli angoli a, e a, si trovi compreso 
nel primo quadrante cosicctiè le formole (5) e {!) per essi sono applicabili, o po- 
nendo a', = a, + 1 cerchiamo se i valori di si(a, + a,') , d(a, 4- a,') sono csprimi- 

bili per mezzo delle formole trovate. 

fiammentamlo quello che s'è trovato al S I, si vede che si ha: 



BÌ(a,4 0,'j = it(a, + «,-1- p = 8l { |-(a, + a,) [ = -— : 



«'d(a.+g,) 



^ii*<:P{a I + o,)+t*ifI* («, + «,) 



,y Google 



K 13 )( 
e sostitueado : 



. a* (a* da, eia. — b* sia. sta.) 



V ^/t^*ct'a^ + b*$l*a^ Va'ct'a, + t)*Bt'a,/ 

M = 0* ( eia, ^ — - +8la, ^ — ) 

^ V«*e(*a,+6*8(*a, Va'ci'a,+ft*ai*«,' 

W:=W "'"'^ «vi«. -^'" «'— V. 

^ ^/u*cl»a,+t*«i*«, Va'ci*a,+(**HÌ'«,'' 

E siccome sappiamo che : 

^/o♦cl'c^ + 6'8t»a, ^^ / \2 "»/ 

Risulta : 

8ifd, -<- O = °' t'to. cto,' 4- sia; età.) _ 

>/ o* (sia, eia,' + g(a,' eia,)» + (a* eia, eia,' + 6*8ia, sta,')* 

La fonaola del seno somma è dunque vera anche se si aggiunge ad uno qua- 
lunque degli angoli g. 

Tediamo per il coseno. Si ha : 

ci(a, + O = ci (o. + ffi + 1) =- ci j I - (a, + a,) [ = 

-6'8Ì(a, + q,) 

Vo*ct»(a, + 0^ + b*«i»(a, + a,) ' 

Sostituendo a 8i(a, + «1) e ct(ai + at) le loro espressioni che ci sono date 
TOL. xxnt. 10 
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dalle (5) e (7). 



c( (a, + a,') = 



Va*(o*cia,c(ai— b'sta, stSt)* + a*b' (sia, cidi + sta, eia,)* 
- 6* tla^ ~ - ■ + o* eia, -? 






VM + N 

dove M,N sono gli stessi definiti dallo (9). Sicché per le relaiioni dianzi citate: 
fi* da, tla^' — h*sla, aW^' 



cf (a, + a,') ^ 



Va* (8/a,cia', + Bili c(o,)' + {«*cla, c(«,' — 6* sia, sia,*)' 

Dunque anche la (7) sussiste nella ipotesi che uno degli angoli si aumenti 

"' 2- 

Queste semplici dimostrazioni potendosi ripetere al rinnovarsi dcll'auroento in 
uno dei due angoli, potremo evidentemente concludere che le formole (5) e (7) 
valgono ogni qualvolta ad angoli a, ed a, compresi nel primo quadrante si sosti* 

tuiscano angoli della Torma «itm^.aj^n^ essendo m,n dei numeri interi. 

Le Tormole ottenute valgono quindi per qualunque valore reale si attribuisca agli 
angoli. 

Tutte le formole deducibili da queste insieme alle (6) e (8) goJranno di al' 
trcttanta generalità. 

6. Cosi potremo determinare la formola per la tangente somma. Sappiamo che: 

I U 4- ì _ '^ t»! ± «0 _ Q* (»l<^ ctoit + sia, elat) 
'ffH«i±aiJ cl(a,±a,)"a»c(a,c!«,-6»8la,8lo, ' 
Ossìa : 

E servendoci delle altre relazioni fra le linee trigonometriche si otterrebbero le 
formole corrispondenti di somma per le altre linee. 

S HI. 

1. In luogo di continuare nella ricerca di altre formole per la trigonometria 
di una ellissi, che dopo le formole fondamentali da noi esposte, si otterranno fa- 
cilmente, occupiamoci piuttosto delle roliitioni che passano fra le linee trigono* 
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metriche di differenti ellissi. Supponiamo di avere due etiissi ; una di semiassi 
a, e b, . l'altra di semiassi o^ e bf Conveniamo di rappresentare con k il rapporto 
del Bcmìassc minore al semiasse maggiore, e lo chiameremo il modulo della ellissi 
corrispondente. 

É chiaro che il valore delle linee trigonometriche definite nella ellissi per un 
Ossato valore dell'angolo a resta funzione a un sol valore del modulo, nell' in- 
tervallo dei suoi valori fVa e 1. Si potrebbe chiedere che cosa sarà del modulo 
quando sì passi a considerare la trigonometria nella iperbole , che come avver- 
timmo dapprincipio ba perfetta analogia con quella dì che ci siamo occupati. Anche 
allora per un fissato valore di a le linee trìgonometricbe saranno funzioni ad un 
sol valore del modulo il quale allora è una variabile imaginaria nell' intervallo 
0, ,/rT. 

Restando nel nostro campo, eì rappresenti a un angolo che prenderemo a con- 
siderare in entrambe le predotte ellissi: e segneremo con sl(,a , k,) , sl(<t , h,) il 
valore del seno ellittico dell'angolo a, secondocbè appartiene all'ellissi di semiassi 
a, , 6, ; od a quella di semiassi a, , b^. 

Se in entrambe si conduce l'ordinata del punto in cui il secondo lato taglia 
la curva, sì otterranno due triangoli simili che ci forniscono la relazione : 

(!) a.=a. 

Bammeatando le equazioni delle ellissi si ha subito 
.<*«*. ■ "** < 



v,' = 



».' s.' 



E per quello che si è dotto sopra : 



.l(,,|i,). h'3'L2ÌÀ. 



il(a,i,)- 



/ft8i(a ,ft|l 



Va,» 8l» (a , /f,) + A,» et* (a , A,) 
Se nella (I) si sostituisce ÌDTCce delle y i Talori dedotti dalle equaiioni delle 
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ft,c[(a,fc,) 



cKa.ft.).. AlCl^«i*»L 



^/V ci» (a , ft,)"+ V et* (a . ft») 
E da questo relasioni avremo aDChe ; 

Per le note forraole del $ I sarà possibile esprimere anche le altre linee per 
una ellissi A, , per meszo dei loro valori in un'altra ellissi k^. 

Se noi poniamo fc, = 1 con 6j = I avremo le runiioni circolari comuni , e le 
formole testò ottenute ci serviranno ad esprimere ti (a , k) per meno di esse- nel 
modo seguente : 



8l(a,ft) = 
ct(a,k) = 



Vc*8en*a + b»cos*a 

h COB tt 

\/a*seD*a + 6*cos*a 



2. Queste ultime formole potrebbero ancbe essere assunte come punto di par- 
tensa per determinare tutte le formole cbe possono riguardare la trigonometria 
della ellissi. Noi preferimmo trovarle direttamente. 
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ALCUM RICERCHE SULLA PROBABILITÀ A PRIORI 

DEGLI ERRORI D'OSSERVAZIONE 

DI 

P. P I z z e T T f. 



Le ricerche sulla probabilità a priori, per quel che riguarda i risultati di 
deterroinazioDi sperimeatali , sono spesso feconde di utili ammaestramenti pratici 
per le scienze di osservazione, e, in ogni caso, costituiscouo un interessante e no- 
tevolissimo studio di filosofia naturale. Di tali ricerche il Laplace ha dato nella 
sua i Tiiéorie Analylique des probabililé$ a degli esempii giustamente celebri per 
la loro fondamentale importanza. 

Credo che, su questo argomento, non saranno senza interesse le considera- 
zioni generali e la trattazione |di alcuni problemi che vengo ad esporre in que- 
sta Nota. 

S 1. Sia U il valore piti probabile di una grandezza incognita, alla determi- 
nazione della quale concorrono, in un moJo che lasciamo per pra affatto arbitra- 
rio, n osservazioni, e sia P. la probabilità che il valore U sta affetto dall'errore 
u. Poniamo che la P, possa esser calcolata per mezzo d'una relazione della forma 

(1) log P« = log A - nP , 

dove ì logaritmi sono Neperiani, A è una quantità indipendente da u, ed F è una 
funziono reale di u, avente un mi'nfmo per u = 0, e che cresce indefinitamente e 
continuamente al variare diuda0aaeeda0a-oe, per modo che la P, sfa 
massima per u = (ci6 che del resto si è già supposto coll'ammettere che U sia 
il valor più probabile della incognita) e decresca conlinuamente al crescere del 
valor numerico dì u. 

Supponiamo poi che il valore della derivata seconda della F per u = sia 

finito e diverso da zero, e che la derivata terza -r-^ sia finita e contìnua per qual- 
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siasi Talore finito di it. Finalmento ammettiamo che la F sia iaJipen'lcnte da u 
almeDo tale clie essa e le sue derivale rispetto ad u fino alla terza si manten- 
gano fliiiie quando n oresoe oltre ogni limite. Sviluppiamo la ¥ col teorema di 

Taylor; diciamo B il Talore della derivata t-j per « = 0, e 9 il ?alore della 

(i*F 
derivata terza ^ per un conveniente valore della variabile compreso fra Cd u 

(questi limiti esclusi). Si avrà : 

(2) logP,= logk-^u«-^u», 

dove k è una quantità indipendente da u e misura la probabiliti^ dell'errore zero. 
Poniamo ora 



La (2) potrà scriversi cosi : 

P. = &e 6V« 

dove, secondo le ipotesi fatte, sarà una quantità finita per qualsiasi valore finito 
di u e per qualsiasi valore finito infinito di fi. 

É necessario osservare che la quantità u, che qui rappresenta l'errore di una 
defermifiozwne maleriaie, dovrà di necessità avere dei limiti flniU, qualunque sia 
il numero n delle osservazioni e qualunque sìa il metodo mediante il quale dalle 
osservazioni si è dedotto il risultato U, Indichiamo con — U| e + Ut questi limiti 
di u. A questa, che possiamo chiamare limilazione materiale dei valori di u do- 
vrebbe corrispondere l'annullarsi di P^ in tutto l'intervallo da — co a ~i(, e da 
tfj a + oo. Ha le funzioni continue, che d'ordinario vengono a rappresentare P^ , 
non possono presentare questo fenomeno. Esse invece possono, e debbono, essere 
tali che il rapporto -^ (dove ft è la probabilità dell'errore zero) assuma ai limiti 

e io tutti i due intervalli da - 00 a —u, da u, a + «> dei valori conveniente- 
mente piccoli, minori p. es. di una quantità piccola, ma finita, f, che, per con- 
venzione, si assume come misura della impotsibililà. 

È ora evidente che, se si vuole, come d'ordinario accade, sostituire alla espres- 
sione esatta di P^ un) approssimata, è necessario e sufficiente, per giustificare 
una tale sostituzione, di verificare se la nuova espressione è abbastanza approssi- 
mata per tutti i valori di u compresi nell'intervallo (- u, , Ui>. 
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A questo interTallo daremo il nomo d'intervallo utile dei valori di u, e dì- 
iiiostrcrcmo die, rerme le precedenti condriiooi rispetto alla funtione F, allo 
espre*sione (3) dt P, >t puA, lungo ttUto l'intervallo tifile di u, e per valori in- 
stoltamente grandi di n, sosiituire l'espressione 



P.= ke ' =Ae ^ , 

in altri termini, che si può, quando n cres<:e oUre ogni limite, arrestare ai 
fermtni di S" ordine lo sviluppo di log P„ secondo le potenze di u. 

Per dimostrare cbe nell'esponente di e nella Tormola (3) si può trascurare , 
(per n = <x>) il 2* termine di fronte al primo in tutto rìnter?aIIo (-«, , «,) è ne- 
cessario e sulTiciente proTare cbe, in tutto qriesto intervallo, la variabile e si man- 
tiene sempre di valore Unito. A tale scopo inimichiamo con e' il valore (finito) di 
E, pel quale st ha 



dove f è, come già si è detto, una quantità convenientemente piccola ma Gnita , 
e a è un numero minore dell'uniti, piccolo ma finito esso pure, e poniamo 



—Vj 



Poiché e' è una quantità finita, l'esponenziale 



risulterà, quando n tende all'inGnito, inQnitaniente poco diverso da e .Si aTr& 
quindi, per u = u' , 

E poiché, per ipotesi, P, decresce contìnuamente al crescere del valore as- 
soluto di u , non vi sarà alcun valore di u , fuori dell' intervallo (- u' , + u') nel 

quale -^ risulti uguale o maggiore di -y. Ne segue che l'intervallo utile (-«, , +u,) 
sarà certamente tutto compreso entro l'intervallo (—u', + u'). E poichiì ni valore 
u' dì u corrisponde un valore finito r di (, a p\ii forte ragione entro l'inter- 
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Tallo (-U, ,+u,) la variabile e bì manterrà di valore finito. Il elie appunto vo- 
levamo dimostrare. 

Concladiamo pertanto che, quando le condiiioni da noi imposte alla funilone 
F sono verificate, l'espressione limite di P, , al crescere indefinito di n risulta : 

(i) P.= ke " 

dove: 

Concludiamo altresì che in questo caso i limili - u, , + u, fra cui p^iò oscil- 
lare l'errore della deurminazione son tali^ che i prodoui u, ^'n ,u, ^n si mon- 
iengono finiti anche quando n cresce olire ogni limile. Alla quantità H che figura 
nella (4), e il cui valore è dato dalla (S) può darsi la solita denominazione di pre- 
cisione della determinazione , e al rapporto — = il nome di errore medio della 

determinazione stessa. 

Il principio svolto in questo paragrafo, del quale il Laplace ba fatto contiouo 
uso nei suoi Calcoli di probabilità, senza tuttavia farne mai la necessaria discus 
sione , può in via d' approssimazione applicarsi al caso in cui il numero n sia 
convenientemente grande , ma finito. In questo caso la formola (3) può dare un 
limite dell'errore relativo che si commette sostituendo all'espressione esatta di P. 
l'espressione approssimata data dalla formola (4). Questo errore relativo è infatti 
espresso dall'esponenziale 

_ee*_ 

(6) e 6\/« 

$ 3. Gbiameremo sistema ordinato di osservazioni dirette, un sistema di nu- 
meri, i quali siano forniti direttamente da osservazioni di uguale precisione, e 
siano stati quindi scritti un dopo l'altro in ordine di grandezza decrescente. 

S 3. Per le osservazioni dirette ammetteremo che la legge di probabilità degli 
errori accidentali possa esprimersi mediante la funzione esponenziale 

h -)iV 
— ^e , 

doTe ti si ctiiamerà la misura di precisione di ogni singoia osserrasione. Noteremo 
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alcune proprietà di questa funzione. Innanzi tutto ricordiamo clic si Ila 






3 
e Clio integrando per parti , per qualsiasi valore positivo di 3 ai ha : 

donde è Tacile dedurre che, per S > , si lia : 

a» f _(» 

(g) 26e / e dl<i. 

Lft Btessa diseguaglianza ha evidentemente luogo anche per 5 < 0. 
Osserviamo ancora che, per qualsiasi valor positivo di 8, si ha 

Ne segue che la funzione 

ip=c5e ( e di 

cresce GOntinaamcnte, variando S da a + oo. Infatti , derivando la ? o tenendo 
conto della (a), si ha; 



^ = e J^e di-8»e /^ 



'-—Al. 



Questa derivata è pertanto positiva per tutti i valori positivi di 3 , in virtù della 
{-f), e quindi 9 cresce al crescere di 6 da a +«>. A più forte ragione, in questo 
stesso intervallo, la funzione 



= Se"/"e-''tl,.f e-'" 



crescerà con 3, Ora, com'è facile vorillcare, la i/ cambia soltanto di segno quan^lo 
S si mula in — S ; quindi essa dovrà crescere continuamente in valore assoluto, 
anche quando 3 varia da a - 00. In conclusione dunque la ^ (tenuto conto del 
segno), cresce continuamente al variare di S da -00 a +00. 

VOL, «VII, jl 
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Consideriamo finalmente la funzione 



X = 



Te 



Per 3 > la {JcrivaU dì questa Tunzione rispetto a S è n^^aliva in TÌr(ù della re- 
lazione (P). Per 5 < ponendo - 5, in luogo di 5, ulla x P^^ 'li"'si '" forma 



e 1—+// d/p 



La X pertanto decresce continuamente al variare di S da -oo a +<»■ 

Si &\rh dunque per tutti i valori positiri di 8 e di o , Ih discguaglianEa 



/ e di e ài 



Supposto sempre S>0, per v negativo ha luofio naturalmente la discguaglianza 
inversa. 

§ 4. Applichiamo i principi! esposti nel § 1 alla risoluzione di alcuai problemi. 
PnuBLENA I. In un sùlema ordinato iti n osservazioni dirette, quale È la pro- 
babilità a priori clic l'osservazione di posto r (che indicheremo con a^) risulti 

affetta dall'errore i+«? (si suppone *■ < s )• 

É necessario per questo che : 1" una osservazione sia affetta dall'errore A-fu 
2' che r- 1 osservazioni siano affette da errori maggiori di A + u: 3" che n — r 
osservazioni siano affette da errori minori (algebricamente) di A + 7i. 

La probabilità cercata, se con A si indica una quantità indipendente da A+u, 
e espressa quindi da : 

(1) P. = ie-''"''+">'.B,'-.R,"-' 
dove 

R, = /. e di , B,=/ e di. 

Prendendo i logaritmi neperiani si ha 

(2) logP^ = logA - /t»(A + u)* + (r - I) logR, -1- (n - r) logR,. 

Questa espressione di logP^ ò finita e continua per tutti j valori finiti di A-ft'» 
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ed anche le sue derivate rispetto ad u sono pur finite e continue, giacché gli in- 
tojjrali R, , R, che compaiono come divisori in queste dcrÌTaté sono diversi da 
2cro per valori finiti di 1 +u. 

É poi facile vedere che questo espressione di logP^ ammette un solo m.isslmo 
e nessun minimo. Inralti se si pone /i(A + ff)-z e si deriva la (?) rispetto a z, 
uguagliando poi a zero la derivata e sopprimendo i denominatori si ha roquazione 



(3) - iz 



6 ) e dl-j e dl-(v~iìj e d( + (rt-r)| 



Tenendo conto <^bIIc osservazioni fatte nel g 3, si vede che il primo membro 
della (3) diminuisco continuamente (tenuto conto del segno) quando z varia da 
-00 a +.00, e quindi esso non pulì annullarsi che una volta sola. 

Per i valori -oo, 0. +oo di z il detto primo membro assume i valori Ri- 
spettivi 

{«-r + D v'ir , {n-2r+\)~- , -r W, 

dei quali ì primi due sono positivi (giacché si suppone v < = ) e il terso è ne^ja- 
tivo. L'unica radice della (3) è dunque positiva e ad essa corrispondo un massimo 



il valore più probabile dell'errore & + u > ossia della correzione da farsi alla os- 
ECrvaiione a,. Se pertanto nella (?) si sostituisce t^ al posto di & , la P« espri- 
merà la probabilità cho l'osservazione corretta a^ — j- sìa aCTelta dall'errore u, e 

la P, medesima risulterà massima per u = 0, e decrescerà continuamente al cre- 
scere del valore assoluto di u. 

Ponendo nella (3) Sg in luogo di z o usando le aotaziooi 



la (3) può scriversi cosi : 
(3*") (n - r) G - (r - 1 ) P - 2 8„ = 0. 

La precisione H del risultato corretto a, ^ t-' sì determina per mezzo della 
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Tormola (5) del $ 1 Eseguendo le operazioni si trova 

(4) H* = h»jl - (r - 1)6,P + ^F* + {« -r)S,G +^G»| 

dove per S^ sì deve sostituire il valore clie soddisfa alla eqiinEionc (3"*). ia equa- 
zione (3*'') si risoWe facilmente per tentativi, quando si abbia una tabella de' va- 
lori di F e di G in corrispondenza a vari! valori di S^. 

Se si suppone n = 100, l' equazione (;s''"j risoluta pei varii valori di r dà i se- 
guenti risultati. La correzione più probabile da farsi alla prima osservazione del 
sistema ordinato 6 l, 7-h j per la 2' t, 5-A ; perla 5' l,23-/i; perla tO' 0,97 -/t 
per tu 25' O.SO-/i; per la 45' 0,10-/<; per la 30' 0,009-/i; per r < 50 l'errore 5. 
ripiglia in senso inverso gli stessi valori con segno cangiato. 

Nel caso di osservazioni prossime al centro (Jet sistema ordinato per lo quali 

il valore di S,, riesce assai piccolo, ed r 6 poco diverso da „ , la (3) si può tra- 
sformare sviluppando in serie secondo le potenze di 5^ la funzione e " e gli in- 
tegrali die compaiono nelle espressioni di F e di G ; ossia ponendo 



I..' '"=-V-' 



Si ottiene allora trascurando la 3' potenza di S^ o le potenze superiori , la 
(3) ridotta nella forma 

2 (rt _ 2 r 4- 1) - ?^ (2n - 1 - 2n) + ^^ (ì~i)=9 
VIE it -Jk \Xl / 

cbo si risolve assai comodamente. 

Ritornando alle formolo esatte (3) (4), osserveremo che, in particolare, so si 
ba un numero dispari {ìm + ì) di osservazioni e si applicano tali formolo all'os- 
servazione m + !«'■"' , ossia a quella che occupa il centro del sistema ordinato 
si ottiene : 

2« = 0, 



sf?' 
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dà <)uindi 

B' = h-(i + ^-^). 

Laplace nel 2" supplemento .-ili» sua k Tliéoric Analylique ctc. s Tia stu- 
diato il caso in cui la dctcrininiizione dei valori di quantìtfi osservate (direttamente 
no) sia fatta in base al principio ùi render minima la somma dei valori asso- 
luti dei residui delte osservazioni, ed ha dato a questo metodo il nome di me* 
todo di Htuazione. Seguendo i calcoli di Laplace sì vede facilmente che, pel 
caso di osservazioni dirette di eguale precisione, in numero dìspari Stu-I, il me- 
todo di situazione conduce precisamente a ordinare i risultati delle osservazioni 
per orOine di grandezza decrescente (o crescente) e a prendere per valore dell'in- 
cognita il termine di mezzo del sistema di numeri cosi ottenuti. In altri termini 
secondo il metodo di situazione il valore dell'incognita è dato dall'osservazione ohe 
occupa il cenrro del siitoma ordinalo. Questo metodo di situazione, come era pre- 
vedibile (e come del resto ha dimostrato Io stosso Laplace con calcoli assai poco 
rigorosi) dà ai risultati una precisione minore di quella data .dal metodo dei mi- 
nimi quadrati. Pel caso ora considerato di osservazioni dirette il risultato più 
plausibile secondo il metodo dei minimi quadrati 6 la media aritmetica delle 2m+i 
osservazioni e la precisione di questo risultato è 

H' = ft V2mTT 

iDilicando al solito con h la precisione di ogni singola osservazione. Invece la pre- 
cisione di cui gode il risultato del mclodo di situazione è come abbiamo veduto 



,^^^<u. 



Le duo precisioni H ed H', se ni è abbastanza grande, stanno fra loro, prossima- 
mente, nel rapporto di 3 a V^i; ossia circa di 4 a 5. 

S 5. In un sistema ordinato le due osservazioni di posto r*»'»"' ed (n— r-i-l)«»'™ 
rispettivamente possono dirsi simme(ric/ie rispetto al centro del sistema. Se nella 
(3) si cangia r in n - t + 1 e 5^ in - Sg l'equazione è ancora soddisfatta. Dunque: 
gli errori più probabili di due osservazioni simmetriche sono eguali e di se- 
gno opposto. 

Risolviamo ora il seguente 

pROBLBHA 2. Qual' è la probabilità a priori che la media aritmetica di duo 
osservazioni simmetriche a, , o».^, , delle quali la differenza è 2& , sia affetta 



dall'errore «? ( Si suppone f<s)- 
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Se u è l'errore dal quale è affetta la inedia .5 (nr + "«-r+O» sarnnno rispcUì 

vamcntc. d+ue-i+ugli errori delle due osscrrazioni a, ed a,.,^.,. La pro- 
babilità cercata è dunque proporzionale al prodotto dei seguenti fattori 
1" la probabilità die un' (sscrvazione sia affetta dall'errore A +u 
S" la probabilità che un'osservazione sia affetta dall'errore -A + u 
3" la probabilità cbc r-1 osservazioni Biano affette da erroro > 4 + « 
4" la probabilità che n — 2r osservazioni siano affette da un errore com- 
preso Tra — 4 + u e i + u 
5" la probabilità che r— I osservazioni siano affette da un errore minore 
(algebricamente) di - A + ti. 
Gliiamando P„ la probabilità ricliioi^ta, si avrà quindi 

B,'-'K,"-", 
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v = hu , 5 = hA 

/t & la misura di precisione di ogni singola osservazione, 
h è una quantità indipendente da u, 
Z è essenzialmente positivo e diverso da zero 
Prendendo i logaritmi Neperiani nei due membri della (5), questa dà : 

log P, = log ft - nF 

dove la F rimane finita anche quando n cresce oltre ogni limite , per tutti i va- 
lori di u e per & diverso da zero. Derivando la F rispetto ad u si ha : 




1 ^ n-2rl -(i-f)» ^-(s+p)') 
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Questa derivala si annulla per v = 0, e di più, in virtù àeìhx diseguaglianza 
(e) del $ 3, essa è positiva e diversa da zero per tutti i valori positivi di S e di 
r, ed è negativa e diversa da zero per lutti i valori negativi di v supposto sempre 
3 positivo. Dunque la F lia un minimo per « = e cresce continuamente al cre- 
scere del valor assoluto di u. 

Quanto alle derivate , di ordine qualunque , delia F rispetto ad u , esse non 
possono contenere nei vari loro termini altri divisori variabili all'infuori degli in 
trgralì R, . Bi > Rj ì quali sono tutti diversi da zero per valori Uniti di u e di 5 
se, come qui si ammette , S è diverso da zero- Di più dimostreremo fra un mO' 
mento che la derivata 2' di F rispetto ad u non può mai annullarsi per i( = 
Sono quindi soddisratte tutto le condizioni indicate nel § 1° ; e saranno quindi 
applicabili le conclusioni stabilite nel paragrafo mcde&imo. 

L'error più probabile da cui può esser affetta la media 5 (Or + ««.r+i) 6 dun- 
que lo zero. La precisione H , di cui gode questa media si otterrà applicando la 
formola (5) del § t 

" 'i \du* \ 

ossia, derivando la (6), e ponendo poscia u = 0, 



(7) n = h \/2 + (i--l)F(F~25) 4- (n - 2r) D 

dove 



e di 



I' -I' 



I tre termini sotto il segno radicale nella (7) sono tutti maggiori di zero , 
poicliè per ipotesi n > 2r , S > 0, e di più, in Torza della relazione i^) del § 3, la 

differenza F — 25 è sempre > 0- Dunque la H', e quindi anche la (-j— ) sono 

sempre diverse da zero- 

Per avere un'idea, a priori, della grandezza effettiva della precisione H, pos- 
siamo osservare che la differenza 3& Tra le due osservazioni a, , a„_j.^i è uguale 
alla differenza algebrica degli errori da cui queste sono affette. I valori più pro- 



clie soddisfa alla equazione (3"') del § 4. Quindi il valor più probabile della dif- 

fereni-a SI i 

più probabile, che è il òg della delta equazione (3'") 
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' Immaginando falt» questa sostituzione, la precisione II, di cui gode la media 

«r - ««-r+i 
2 

risulta espressa in funzione dì r. Si può ora domandare, quale sia il valore di r 
die renda massimo li , ossia quale sia la coppia di osservazioni siinmelviclie , 
(Ielle qiio(( la media gode della massima precisione. JI calcolo esatto di questo 
massimo è assai complicato, ma si può semplificarlo , nel caso che n sia un nu- 
mero convenientemente grande, trascurando i termini che risultano divisi per n 
di fronte agli altri, nel modo seguente. 
Dalla formola (3^ del g i sì ha 

Trascurando nel numeratore il termine P - 25 di fronte al termine nG e sosti 
tuendo ad F e G le loro espressioni si ha 



(8) 






E sostituendo nella formola (1) e conservando poi anche qui t soli termini che 
son moltiplicati per n si ha la seguente espressione approssimata d: II* 



(9) 



Derivando rispetto a S, ed uguagliando a zero si ha l'equazione seguente 



equazione la quale è soddisfatta (•) col porre S, = 0,i3215 ... È facile veriflcare 



(*) Ad evitare un' inutile ésposiziouQ di formolo complicate abbiamo dato soltanto 
il calcolo approssimato pel caso di ti molto grande. Ma il calcolo esatto del valore 
di Sg che rende massima H*, benché sia lungo, non presenta alcuna difficolti^. 

Basta sostituire nella (7) al posto di r il valore esatto dato dalla (8) e poi deri- 
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che, per questo valore di 8„, U derivata seconda ■ riesce negativa. Quindi Ir 

(10) deti^rmina un massimo per H*. 

Facendo Sb = 0,ì3-275 nelle (8) (9) si ha 

~ = 0,80964.n , -=0,21021- 
/t* n 

Questo risultato può, in termini approssimati, esprìmersi cosi : 
le due osservazioni simmetriche , delle quali la media gode della massima 
precisione, sono quelle che occupano i posti di ordine (0,27'n) e (0,13-ii+ l) 
rispettivamente. La precisione di questa media è circa =/Wif,8l'H. 

La media aritmetica di n osserviizioni gode della precisione /l^/». Si può 
dunque dire che sostituendo Hlla media aritmetica di tutte le osservazioni, la media 
di due solo di esse, convenientemente scelte nel mo lo che si è detto, l'error medio 
cresce soltanto nel rapporto di ^0,81 a I ossia di 0,9 ad I. Curioso risultalo cltc 
valeva la pena di segnalare ! 

Genova, Novembre 1888. 



vare TespressiODe cosi ottenni» rispetto a 2,. Eseguendo la derivazione ed eguagliando 
poi a zero il risultato si lia l'equazioiiQ 



dova T è il 2° membro della (10) ed S è un aggregato di termini indipendenti da 
fl. Ecco i rìsnitati de callcolo numerico per vari! valori dì n. 

Per n= 10 la (j-) è aoddisfatta da 2^ = 0,4335 . 

> ■ 20 >i « 0,4382 . 

) B 50 i 0,4330 . 

n n 100 x » 0,43285 . 

I » 1000 u I 0,43275 . 

Si veda dunque che il valore di S, che rende mnasìmo H* è pochissimo diverso 
dal valore che corrisponde ad n infloìto, anchu per valori relativamente piccoli di n. 

VOI.. XXTU. 13 
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SULL'ACCKLERAZIONE NEL MOTO DI UN SOLIDO 

INTORNO AD UN PUNTO FISSO 



Dott. R. MARCOLONQO. 



Il Prof. Gilbert in nicune intcrcssnntt notu inserite nei Complcs-Rendus 
[5, 19, Novembre 1888] enunciava alcuni risultati nuovi assai eleganti relativi alte 
accelerazioni dei punti nel moto di un solido intorno nd un punto (Isso (movi- 
mento srerico)- Hi propongo di dimostrare con metodo annlitico i teoremi del 
Prof. Gilbert ed in p<irte completarli. Il lavoro più completo che si Uà su tal 
argomento è dovuto al Prof. Schetl il quale nella sua pregevole opera n Theoric 
der Bencgung und der Kriirte » (Zweito Auflage, Leipzig 1879) Knpitel XIV p. ili, 
fa una esposizione sintetica del moto e ne deduce le proprietà piìl notevoli. Anclie 
alcuni dei risultuti dello Scliell stabilirò per altra via che a me sembra più di- 
retta e non meno elegante (•). 

1. Assumiamo una terna a},y,z, d'assi ortogonali col centro nel punto Asso 
0, invariabilmente collegata col corpo. Alla Une del tempo t, sicno p , q , r le 
componenti, secondo gli assi, della velocità angolare io ; p' , q' , t-', le loro derivate 
rispetto ni tempo. Le componenti secondo gli assi della velocità di un punto di 
coordinate x ,y ,z, che accenneremo con u , v , w. e le componenti i, , j^ .j^ del- 



(*) Anche il prof, Qruey hn dati dei teoremi usai eleganti. 
Tbéorème$ tur la aedleraUont t'mìiUanén ie$ foint» (P un èolfde m M«iii>e- 
meni [Comp. Ben. 1878 pag. 1241]. 
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raccclerniiotic vengono espresse mediante le formule (*) 

u =qz -ry ; v^rx — ì^z ; W = py -qz 

ì iy = (VQ + t')x ¥ (q* - w*; y^-iqr- p') z 
\ il = Cpr - g') se + (qe + p') y + (>■* - "*) ^ 



(1) 



Se immaginiamo una retta uscente da e i cui coseni di direzione sono 
a , ^ , f, due punti H , H, situati su questa a distante da rispctlivamente eguiilt 
a p e p, , nvriinn» rispeltivamente per coordinate a? , ^p , 7p ; ap, , ^p, .-rp, , 
onde tra le componoiiti delle loro accelerazioni o velocità intercedono le relazioni: 



Pi 



k=-?fi Ji=^ h.^3j<^ 

P Pi ' P Pi ' P P. ' 

onde : [e acceleraziimi e le velocità dei punii di una TCUa tiscenle da sono pa- 
railelc e propoTzìonali alle risp llioe disianze dei punii da 0. 

Evidentemente inoltro per due punti simmetrici rispetto all'origine le accele- 
razioni e le velocità sono ei>aalt parallelo, ma di seiiso contrario. 

3. Consideriamo ì punti di un piano passante per ; 

a£ + by + cz = 0. 

Ricavando dalle (I) le coordinate x,y,z io funzione delle componenti della 
accelerazione si otterrà : 

a! = |i.Ìx + '',\-l-Tt,i^ ; V = l*tix + ''iiw+"»^i ; 2 = !A4^ + Vjj^ + iCji, , 

dove lo t*- > V , s sono funzioni note di p , q , r , p', q* , r*. Gi& suppono che il dc- 
tertuiDante del sistema sia diverso da zero. Se il punto appartiene al piano, po- 
nendo : 

A=|i, a + m6-l-j*iC ; B = v, o4-v, 6l-v,c ; C = it, a + R, 6 + ii, e 



(*) Cfr. Saint-Germuin. Recueil Sexercicea 'tur la Mécanique HalionneUe. l'a- 
ria 1877, pag. 185. 
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lii quule cspriiDC che la retta i cui coseni di ilirezìonc sono proporzioniti! ad A,B,C, 
k norinHle iilla direiionc dell'acccl eruzione ; onde : 

Le accelerazioni dei punii di un piano passtinle pel centro sono parallele 
ad un delerminalo piano. 

3. La retta uscente dal punto Qsso e i cui coseni di direzione sono propor- 
zioiiiili a p,q,r, è l'asse istantaneo di rotazione alla Tine del tempo t e sarà 
costantemente necennalo con 01; la retta uscente pure da e i cui coseni di di- 
rezione sono proporzionali a }>' , q' , r' , sarà ch'amata iasse dell' acceleraiiono an- 
golare ed indicata con OL; la sua direzione positiva sìh quella che con OL forma 
un angolo acuto, e su questa immagineremo portato, a partire da 0, e nel senso 
positivo, un segmento OL = X = \//i'* + q* + r*. La quantità X chiameremo accclc- 
Tazione angolare alla line del tempo t. Avremo subito : 



eoa lOL 



pp' -I- qq' + rr __ w' 
wX ""X 



onde si deduce che : 

La quanliià W , rappresenta la proirzione deU'accelerazi'onc angolare sul- 
Casso islaiiliinco di volazione. 

i. Ciò premesso possiamo vedere in quale caso il determinante del sistema 
dì cui parlammo nel numero 2, può cìhqt zero. Tale determinante ò : 



p' -la- 


M - r- 


pr + q 


,iq + 1- 


<l- -a' 


qr-p 


pr-q- 


qr+p- 


1* - (Il 



Escguemlo lo sviluppo si troverà THCilmcnto che esso si trasforma in : 

(!•* + q* + !■•) (p'* + q'' -f- r») - (pp' + qq' + rr)* 
cioè in : 

(qr - gr)« + (rp' - Vp)* + (pq' - p-q)*. 

Se tal determinante è zero, sarà : , . . 

p- q- T- 
cioè l'asse istantaneo' di rotazione e l'asse dciraccclerazionc angolare coincidono. 
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5. Facciamo ora unn speciale sccIU di assi mobili. Scegliamo per asse «Ielle 
z l'asse istantaneo di rotazione ; per piano zx il piano lOL, e scei<IÌHino l'asse y 
perpcaOicoliirc al piano zx ed in diresiono tale clic la nuova terna sia sovrappo- 
nibile alla prima. 

Per tale scelta speciale sarà : 

p = q = q' = ; r = (0 ; r' = to' ; X' = p* ■(- io* 

e la retta OL formerà coi nuovi assi angoli i cui coseni di direzione sono propor- 
Eionali a : 



Rispetto a questa nuova terna le componenti delhi velocità e dell'accolcrazione del 
punto (a:,y,z) alla fine del tempo (, assumono In forma semplice: 

IU = — uy ; r = wtc ■ H> = 

ij = - ia*x - w'y ; j^ = la'x — w*y — p'z ; j. = p'y . 

6. Rìcercbicimo anzitutto se vi ha un centro delle accelerazioni cioiì, un punto 
pel quale l'accelerazione totale è nulla. Dovremo porre ; 

u*x + bt'y = ; iit'x - w*y —p'z - , f 'y = 0. 

Dalla terza supponendo p' diverso da zero otterremo y = ; e dalla prima ancora 
supponendo u diverso da zero risulterà cc = e quindi ancora z = (ì- Onde: 

In generale il centro dulie accelerazioni è il punto ^sso. 

Ha TÌ hanno dei casi di eccezione. Supponen lo anzitutto p' = cioè, l'asse 
dell'accelerazione angolare coincidente coll'asse istantaneo di rotazione, dalla se- 
conda e dalla terza deduciamo : 

Quando l'asse tlell'occelerosione angolare coincide coll'asse istantaneo di ro- 
tazione esiste un osse di accelerazione nulla die ò l'asse tsfanlaneo. 

Supponendo u =0 e p' diverso da zero otterremo senz'altro : 

ax - p'z = ; y = ; ■ 

le quali rappresentano l'asse dell'accelerazione angolare onde : 

Qitando la vetocitd è nulla esiste un anse di accelerazione nulla c/te è l'asse 

liella occelerozione angolare. 

Supponendo nulla l'accelerazione angolare sarà (it'=p'=:0, d'onde risulterà 

3;= e y = Q cioè : 
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Quando è nulla rancelerazionc angolare esUte un asse di accelerazione nulla 
che è l'asse islan'aneo. 

Se infine poi fosse nulla q la velocità e l' sccclerHElono angolare ogni punto 
dello spazio è un centro di accelerazione (*). 

7. Le formule (3) ci permettono di poter risolvere assai agevolmente i pro- 
blemi seguenti. Cerchiamo il luogo dei punti pel quali l'acceleraiione è parallela 
all'asse delle oc. Per essi dovrà, aversi : 



cioÈ la retta OL, asse dell'accelerazione angolare. 

Il luo^o dei punti la cui accelerazione è parallela all'asse y, b dato da x-y=0 
cioè l'asse istantaneo. 

Finalmente cerchiamo il luogo dei punti le cui accelerazioni sono parallele 
all'asse istantaneo ; avremo che tal luogo è definito dalle 

bt\v -1- bt'y = ; itt'as - tahj -p'z = 

il luogo è dunque una retta uscente da e che diremo OH; la prima equazione 
rappresenta un piano che passa per l'asse z o forma col piano zx un angolo la 

cui tangente b -. Il secondo rappresenta un piano normale al primo e la sua 

intersezione col piano zx è l'asse OL ; onde si deduco che tale retta Oli i la 
proiezione ortogonale di OL sul piano condotto precedentemente per l'asse z. 
Le equazioni di questa retta possono essere scritte cosi : 



onde i suoi coseni di direzione sono: 



" & 




(u" + io', 

p- 


(i> + »•)((«•■ tu') 

1-" 



(•) Cfr. Schell opera citata pag. 
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c ponendo per brevità : 



P = ^(X« + tì*) (w'» + ut) 
per i coseni di .direzione avremo le espressioni de&nilive .- 

m'p' tii*p' tij'' + tu* 

P ' P ' P ' 

8. Vogliamo ora considerare le due componenti tani^enzialo e centripeta del- 
rnccclcrasione di un punto. Cominciamo dalla prima. 

I coseni di direiionc della tangente alla traiettoria descritta dal punto M sono: 



Vu* + o* + w* Vii* + 1?" + w* 'Jii' + «* + w* 

omle la componente tangensiale dell'accelerazione viene espressa da : 
j _ v ja + ìV's + vJt _ to' (a;* + v') - p'zcc 

Il luogo dei punti pei quali tale accelerazione è nulla Ita per equazione : 

la quale rappresenta un cono C, di secondo ordine con centro in 0. 
La sezione di questo cono col piano zx è il sistema delle due rette : 

cioè l'asse istantaneo di rotazione e l'asse ilcll'accelGrazione angolare. 

Le intersezioni del cono coi piani perpendicolari all'asse z, cioè coi piani z—m 
sono i cerchi : 



/ p'm\* , /i/mV 



■ita' 

i cui centri stanno sul piano zx. cioè sul piano lOL. 

Se, conservando l'asse delle y, giriamo nel piano wz gli assi in modo die 
Tasse delle x ven^'a a coincidere coH'asse OL, che ora cliiameremo X, troveremo 
fueilmente clie le formule per la trasformazione delle coordinate sono : 
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G l'equazione del cono C^ diventa: 

u' 
Le intersezioni coi piani X = n, cioò coi piani normali ad OL, sono 

cioè sono circoli i cui centri stanno pure sul piano lOL ; e però le due rette 01 
ed OL sono le rette focali del cono supplementare a C,. 
Un piano mobile passante per 01 ha per equazione : 

03 + fty = 0. 

Un altro piano mobile passi per OL e sta normale al primo; la sua equazione 
sarà: 

bt'x--^- p'cc = 0. 

Colle loro intersezioni questi due piani generano il cono C, come risulta chiaro 
dalla eliminazione di k. Segue ancora che il piano zy è tangente al cono lungo 
01 ed il piano OLi/ è tangente lungo OL. 

Il luogo dei punti pei quali l'accelerazione tangenziale ha un valore costante 
a i la : 

tw' (ce* + y') ~ p-xz]* = a» {x* + y») 

supcrllcie di 40 ordine la cui sezione col piano xy è un circolo di raggio — e 

con centro nell'origine che ò un punto doppio ; la sezione col piano zy è un 
luogo di i** ordine che si compone dell' asse z contato due volte e di due punii 

situati sull'asse dello y ad una distanza da eguale ad ~; l'asse delle z è adun- 
que una retta doppia per la superllcie. 

9. Si può dure una espressione assai semplice al valore dell'accelerazione tan- 
genziale. Consideriamo a tal uopo il cono descritto dal raggio vettore OM, e nel 
punto H condotta la normale al cono ; essa bara normale alla OM, i cui coseni 
di direzione sono proporzionali ad io ,y ,z, e alla direzione della velocità del 
punto H; e però detti a,^,'{ i coseni di direzione di questa normale avremo: 

OJC + Py + TfZ = ■ 
a« + P© T -fw = 
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d'onde dedurremo senz'altro: 



-^2— . ,= 



r Va:* + ji* r •jx'^ + y* r \'aj* + y* 

dove r indica la distanza del punto U dalla origine- 

L'accelaraiìone anj^olare, diretta secondo OL, lia per proiezioni sui tre assi : 
p' , , u', ondo la proiezione di tale accelerazione sulla normale in M al cono de- 
scritto da OH è : 

^_ io'(a;* + i/*)-).'23} 

e quindi : 

3t = r-k 



V accelerazione tangenziale eguaglia ii prodolio del raggio vellore per la 
proiezione dell'accelerazione angolare sulla ìiormale in M ai coito dcscriilo 
da OH. 

lU. Due punti H ed H, situati su di una stessa rctl:t uscente da 0, linnno le 
loro accelerazioni tangenziali parallele e proporzionali alle distanze r ed i\ dei 
punti stessi da 0. E cosi finalmente anche le accelerazioni normali dì M ed H, 
sono parallele e proporzionali ad r e r,. Ha lali accelorazìoni iianno par valori : 



e poiché 



dedurremo facilmente : 



ed essendo le normali principali dello traiettorie di H ed M, parallele se ne de- 
durrà facilmente che i centri di curvatura delle traiettorie dei punti della OVl 
tono su di una retta uscente da 0. Chiameremo tale retta asse di curvatura rc- 
liiVno nd OH. 

VOL, IXVU. 13 
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1 1. Per investigare ulteriormente le propriclà dell'asse dì curviitiira dobbiamo 
nnzitutto trovare, in funziono dello coorJiniite di M e delle cogitanti che individuaDO 
il molo, il rnggio di curvaliirit della traiettoria di H e i coseni di direzione della nor- 
male principale. Terremo però presente che laceclerazione normale ha per csprcs* 

sJone ~~ ; e quindi delta / l'accelerazione totale si ha ; 

e poicli^ gi^ trovammo il valore di /, dedurremo : 

to' (X* + il*)* 



P = ± 



V(a)* + y') {w*a;* + SwV !/■! +("* + P'*)1/*Ì +i>*y*z» 



Diciamo a , ^ , f i coseni di direzione della normale principale alla traiettoria del 
punto M. Perciò terremo presente che tnic direzione ò normale a quella della ve- 
locilA e quindi : 

au + fi) + Yie = 
cioè: 

aa; — px = 0. 

Inoltre la direzione della normiile principale- h quella stessa dell'accelerazione 
normale e però contenuta nello stesso piano coiraccclerazione totale e tangenziale 
onde la normale al piano di queste due è puro normale alla prima. D'altra parte 
i coseni dì direzione di questa normale sono proporzionali a: 

f j, - wjg i vfj^ - V9^ ; "Jv - «!/« 
cioè a 

V'xy ; V'V* ; wHx^ + j/^ì+p'zy 

onde dovremo avere ancora : 

fip'dDy + p]>V + 1 [w'(»' + V*) + p'^y] = 0- 
Dedurremo adunque: 

« ^ P ^ T _) 
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Quadrando e sommnnila cJ estraendo la radico quadrata si lia : 



onde infine : 



a = - { p-y2 + w» (aj> + y*) | ^^,-^— ^-j^ 



■p = - 1 p'y3 f M»(a;U y'j ! ^-^— 



f = p' (X* + y^) - 



py 



da queste tracghianio senz'nitro : 

ctir + ^ + Y2=-P 
ondo: 

l'asse di curvahira relativo ad una velia OH è normale alto nonnaìi prin- 
ciiiali delle Iraiellorie dei punii di OU. 

12. I coseni di direzione dell'asse di curvatura relativo ad OM sono propor- 
zionali a : 

oc + pa , j( + p? 1 a: + PT 

quelli di OM sono proporzionali ad x,y ,z. 

La normale condotta per al piano dello due ha i coseni di direzione pro- 
porzionali a : 

P (TO - P2) : P i-^z ~ Y^) ; P (Pa; - ay) 

e poiché già vedemmo che: ^x-2i/ = si conclude che tale retta è perpendi- 
colare all'asse delle z, onde : 

L'asse di curvatura dei pitnti di un raggio uscente da 0, ti raggio e l'asse 
islanlaveo di loKizione sono in uno sfesso piano. 

L'equazione di questo piano è: 

ay - Pai = 0. 

13. Consideriamo In traccia di questo piano sul piano yx e dal punto BI con- 
duciamo la perpendicolare al piano yx; tale perpendicolare incontrerà l'asse di 
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curvatura relativa ad OH ia un punto ili coor.lìnntc : x,t/,Z; la lunghezza del 
Fermento inlcrcctto tri i du': assi è: Z-z; o poicliè i coseni di direzione del- 
l'asse di curvatura sono : 

X V?-X ; y + p5 ; z + ?■{ 



X _ _y _ Z 

ce + fa~ y + f^~ z + pf 



Sostiiuciida fld a,-|;,p ì valori già trovati , Irò cremo dopo alcune riduzioni 
assni sfmplici la notevole espressione : 



So quiihli tr.t x ed 1/ intercedo la relacione : 
aj» + y* = p'y 

1.1 parte intercetta ha il valore w*. 

Ma i punti clic soddisfanno a quella equazione sono su di un cilindro retto le 
cui generatrici sono parallele all'asse istantaneo di rotazione e la cui sezione col 
pieno Tr/ ò un circolo tangente in all'asse delle x dalla parte dulie y positive 
e avente per diametro p'. Di qui segue la elegantissima eostruzione del prof. Gil- 
bert per il raugio di curvatura della traiettoria del punto M ("j 

Si costruisca un cilindro retto avente per direttrice sul piano xy un circolo 
tangente all'asse dulie se nel punto e col di;irnctro f>', e situato dalla parto po- 
sitiva dell'asse y e collo goneratricì parallele all'asse istantaneo di rotazione, il 
pigino passarne per tale asse e per )l taglia il cilindrg secondo una generatrice, 
e il raggio 01) la incontra in un punto N, a partire dal quale porteremo sulla ge- 
neratrice e Delia direzione positiva dell'asse istantaneo una grandezza eguale ad 
w* ; otterremo con ciò un punto P 5 ia retta P ò l'asse di curvatura relativo 
ad Oli, la peipcndìcolare condotta da H su P ci dì la direzione e la grandezza 
del raggio di curvatura della traiettoria di H. 



(•; Cfr. Compiti rendus 19 Novera 
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D.1II3 costriizìuiic espostn segue anconi dio riguardando l'asse di curvatura 
OP relatiro ad OH come una rettii del sistema, il suo asso di curvatura giacere 
insieme con OP con OM e con l'asse istantaneo in uno stesso piano e cosi di se- 
guito; tutte lo rette cosi ottenute vanno a segare sopra una detcrminata genera- 
trice del cilindro segmenti eguali ad u* {'). 

11. Cerchiamo ora il luogo dei punti pei quali l'accelerazione normale è nulla. 
Per essi sarà : 



m*a; + w'y _ w'x ■■ 
wy 



le quali in generale non sono soddisfatte altrimenti che per : 

35 = ; y = ; z=-.0. 

Il luogo adunque si riduce airorii,'ine delle coordinate. 

Se per altro fosse p' =Q cioè se l'asse deiracceler.izione angolare coincidesse 
coll'asse istantaneo di rotazione le equazioni precedenti si mukno in : 

w*a; + w'j/ _ ta'x - to*i/ 



w'(a;--l-i/) -0 

e per u diverso da zero si ottiene se -0 ; y 0, cioè in tal caso il luogo è l'asse 
istantaneo xli rotazione. 

Se poi fosse ci>=0 tutti i punti dello spazio hanno accelerazione normale nulla 
come già per altra via ritrovammo. 

IS. Un'altra notevole applicazione delle formule trovate nel § 1 1 è la seguente. 

Ricercliiarao il luogo dei punti pei quali l'accelerazione normale è parallela 
all'asse istantaneo di rotazione. Dovremo supporre: 



a = g = Y = i- 



(*) Ricerche analoghe, molto impoitanti, sono state fatte relativamente alla tra- 
iettoria descritta da im pnnto nel movimento pih generale di un corpo solido. Tra 
le altre sono notevolissime quelle di Mannheim. B. 1873 pag. 661 pag. 635, 
e di SchOnflies, Uémotres àe la Societé Sogaìe de Liige 2°>« sèrie T. XI, 1S65. 
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quindi siirfi : 

w*(a:* + y') + ;j '1/2 = 

la quale rappresenta un cono di S* ordino r,. 

La sua sezione col piano yz è il Hìstema dalle due rette : 

y ^ e w'y + j/z = 

cioè l'asse istantaneo ed una retta OL, situata nel piano yz che col primo forma 
un angolo la cui tangente è - ^. Le sezioni di questo cono coi piani perpendi- 
colari all'asse istantaneo sono circoli ; ciò che si verifica ussai facHnicnte. Seguendo 
poi un metodo analogo a quello che già usammo per il cono G, si pnò provare 
che le sezioni normali ad OL, sono ctrooli i cui centri giacciono sul piano yz; e 
però considerando due fasci di piani i cui assi sono 01 ed OL, e i cui piani cor 
rispondenti si secano ad angolo retto , il luogo delle intersezioni è il cono r,. Il 
piano tangente al cono lungo l'asse 01 è il piano zx , e lungo l'asse OL, ò il 
piano LjOa: ("). 

I (lue coni Ci e r, aventi il vertice eJ una generatrice comune si tagliano 
secondo una retta uscente da 0, ì punti della quale hanno la loro acccleriisiouc 
totale parallela all'asse istantaneo di rolazione. Tale retta è ailunquo la retta OH 
già considerata nel § 7 ; pel modo col quale i due coni sono generili si deduce 
che le tre rette 01. , OH , OL, stanno in uno stesso piano. Osserviamo ancora che 
decomponendo l'Accelerazione normale in due una parallela e l'altra normale all'asse 
istantaneo , il cono r, è il luogo dei punii pei quali questa seconda componente 
È nulla. 

Questa componente è data da : 

■ i„ V«* + P* 

cioè a riduzioni fatte : 

fai* i to' (a:* + y*) + y'y z \ 
Vie* + y' 

Il luogo dei punti pei quali essa è costante = ò è la superficie del 4° ordine : 
ì w* (»» + y*) + p'yz \* = -; (aj» + y*) ("). 



(*) Schell 1. e. pag. 48&. 
(••) Ibidem, 
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16. 11 luogo dei (itinti pei (jiiali l'accetcrazione 6 costante ed eguale a A; ò la 
superficie : 

cioè : 

(w»ap + uy)* + (bì'x - w»!/ - j<z)» + p*j/» = ft* 

cioè un cltissoiilc rircrito al centro (origine degli assi). 

Gli ellissoidi corrispondenti ai dÌTersi VHlori di h sono omotetici ; basterà con- 
sidenire quello corrispondente al valore ft= I. 

L' intersezione di questo ellissoide col piano ix 6 h ellisse : 

(0* ce' + (co 'ir - p'z)* = 1 ; 

una coppia di diametri coniugali è l'asse delle z e la retta : 

m'x -p'z = 

cioè Tasse istnntaneo e la retta OL Però queste due rette sono due diametri con- 
iugati dcireilissoide. Cercliinnio il piano diametrale coniugato con OH. 

Indicando con F il primo membro dell'equazione dell'ellissoide, il piano dia- 
mclnile coniugato con OH ha per equazione : 

T ■ acc"~p~ Sy""" v^'dl~ 



w*/)'(co'* — X*)j/ ^ 

onde il piano diametrale coniugato con OH è il piano xz , onde abbiamo il bel 
teorema di Schell (*} : 

Le Ire tcHg OL , 01 , OH, /ormano ima Iernn di diamelri coniugali deli' el- 
lissoide. 

11. Troviamo le lunghezze dei tre semidiametri che rispettifainente accenne- 
remo con o' , 6' , e'. Le coordinate jc, . y, , a, , del punto d'incontro di OL coll'el- 
lissoitle si trovano inimodiatamente tenendo presenti le equazioni di OL. Troveremo: 



(") I, e. pig. 493. 
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p' W* 

Le coordinate i:r, ,t/, ,3} dell'estremo del diametro ti', cioè 01. sodo: 

ic, = y, = ; 2, = ^ 

d'onde: b' = — . E cjsÌ troveremo che le coordinate dell'estremo del diametro 

P 
e' sono : 

w' 1 w* + w* 

» p'w» ' "' p' ' ' p'w* 

d' onde : 

p* w* ' 

18. L'equazione dell'ellissoide riTcrita a questa terna di diametri coniugiiti 
che accenneremo con x' ,y' ,z' ,è: 

a* b* e'* 

£ iigerole trovare i coseni degli angoli che la nuova terna forma colla primitiva 
ortogonale ; si troverà quindi immediatamente che le formule per la trasforma- 
zione delle coordinate sono : 

p'x' w'p'a' 

bi*p'z' 

9 = --f- 



Con questo formule possiamo esprimere le componenti ortogonali dell'accelerazions 
di M in funzione di 0!f,y',z'. Troveremo quindi senz'altro le formule semplicissime: 



{*) Gilbert, Comp. Kend. 5 Noiembia 18i 



,y Google 



)( 105 )( 

Pei punti del piano OLH, cioè dol piano i/'z', si ha jj, = 0, e quindi i'acoelcrazìono 
è normale all'asse delle <r ecc. 

19. Indicando con A l'espressione: 

1 /TsFV fd?y {svy 

otteniamo che i coseni di direzione dellii normale condotta da 0, sul piano tan- 
gente in H all'eltissoide sono espressi da : 

(w* + w*)[c - ta'i,'z ((.!* + /.*)y + w')/3 p'*z ~ bt'ji'x + b>*ì''y 



e poiché le coordinate rettangolari dell'estrecao del semidiametro n' sono : 
o'p' a' co' 

otleniamo che la proiezione del semidiametro a' sulla perpendicolare al piano tan- 
gente è espressa da : 

^ i 

a' ■ à' 

Analogamente si troverà die le proiezioni dei semidiametri b' , t', sulla perpcndi> 
colare stessa sono espresse da : 



Se quindi sui tre assi ortogonali uscenti da portiamo rispettivamente queste 
proiezioni, la diagonale del parallelepipedo costruito con questi tre segmenti ài. 
(in senso contrario) la direzione dell'accelerazione del punto ti, e quindi di quella 
di tutti i punti di OM ('). 

20. Troviamo il luogo dei punti le cui accelerazioni proiettate su di una retta 
i cui coseni sono a,^,Y danno una proiezione costante r 

Tale proiezione ha per espressione : 



a a e 



(•) Gilbert. 1. e. 

TOL. XXVI (. 
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la quale rappresenta un piauo che sulla terna di diameiri coniugati OL , 01 . OH 
taglia le parti : 



Reciprocanicnto dato il piano può assai facìltncnle determinarsi la retta. 

21. Troviamo da ultimo le proiezioni dell' nccclpriuiono del punto H sulle retto 
01-, 01, Oir, simmetrica di OH, rispetto al piano ÌOl. 

Conosciamo g'ì& i coseni dì direzione della OL- Pi:r& troveremo ageTolineiitc , 
moltiplicando le proiezioni ortoi^onali dcU'accelerfizionc per i coseni di 01. o som- 
mando : 



accennando con ^j^ la proiezione di j su OL. E sarà ancora : 

Da ultimo notando clic i coseni di direzione di OH' sono : 
P ' ~P~ • P 



Roma 14 Dicembre IS88. 



(•) Gilbert I. e. 
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SULLE SUPERFICIK A CURVATURA MEDIA COSTANTE 



Dott. MINEO CHINI 



Sopra alcune rappresentazioni delle euperfloie 
a curvatura media costante. 

È nota lu relazione die passa fra le superficie a curvalura media costante e 
quelle a curvatuni cusliinte positiva. Essa può enunciiirsi nel modo seguente : 
Se a partire da ogni punto di una superficie S a curvatura costante positiva 



il luogo degli estremi ò una superficie a curvatura media costante ±|T< secondo 

che la lunghezza viene contata nella direzione positiva o nella negativa della nor- 
male a S. 

Reciprocamente, data una superficie S, a curvatura media costante ±B' '^ 

superficie parallela e distante da S, di =f II è a curvatura costante positiva ^. 

Si avverta cbe, fissalo il senso positivo della normale a una superficie, per 
ogni punto di questa rigunrderemo come positivi o negativi i raggi principali di 
curvaturR, secondo che la direzione che va dai rispettivi centri principali di cur- 
vatura a quel punto coincide colla direzione positiva o colla negativa della normale 
alla superficie. 

Ciò posto, se S, e S, sono le due superficie a curvatura media costante 

+-rC — s . entrambe parallele alla superficie 8 a curvatura costante positiva i^,, 
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so ni punti d'i 8, si fniiiio corrisponilere quelli di S| posti sulla medesiina nor- 
mulc, la rapprcseiitiiziono di S, su S, risulta conformi!. 

Noi sappiamo, inTtitti, clie se r,' e r," indicano ì raL'gì principali di curfatura 
di S, e se E , G sono i coelTìcienti del suo elemento lineare rìrei'ìto alle lince di 
curtatura k - cosi. , « = cost. , i coenicieriti dciretcìncnto line:ire della supcrlìcic 
parallela S, , distante dalla prima dì — 2R (quando si contino come positive le 
lunghcisse da S, a S, , ovvero secondo il senso positivo della normale a S) saraDno: 



:^,0-??)' . o.,G,(,_?5;. 



Ora essendo : 



r,' r," R 
si avrà ; 

quindi : 

Et'" e, 

la qual relazione prova quanto abbiamo asserito. 

Reciprocamente, se riguardando come punti corrispondenti di due superflcie 
parallele quelli situati sulla medesima normale , la rappresentazione dell'una sul- 
l'altra riesce conforme, esse, eccettuato il caso che siano sfere concentriche, sono 
ncccssaria[ncnte a curvatura media costante (uguale a di segno contrario). 

Infatti, sìa — 2R la distanza dì 8^ da S, ; allora, dovendosi avere perchè la 
rapprescntaziono riesca conforme : 

E, " G, 



{'-m'-i^-'^y 
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Nel primo caso In superllcic S, b una sfeni, nel secondo una superficie a cur- 
vatuPii media costiinte. 

Dunque : Escluse le superjicie sferiche , le untcka suiierficie per le quali la 
rnjipreseulazioìie di esse sulla siiperftcia parallela alla distanza ± 2R {rigitar- 
d'indo ciime punii ttinispowieiili quelli situati sulla medesima iiorniate) rtsullt 

conforme sono le superficie a curvnuiramrdia coslniile Ttt, Evilcntemento allora 
la seconda siipcrricìc , su cui si rappresenta la prima , e a curvatura media co- 
stante ± -rr . 

Se inrece noi facciamo corrispondere colla stessa legge i punti di una super' 
flcie S, a curvatura media costante ^ con quelli della superficie parallela S a cur* 

superficie, ma a due direzioni ortogonali qualunque sopra S, corrisponderanno 
sempre sulla S due direzioni coniugate. 

Infatti, se E, e G, sono i soliti coefllcientt dell'elemento lineare di S, , quelli 
dell'elemento lineare di S saranno, riferendo entrambe le superficie alle loro linee 
di curvatura u = cost. , o = cost. . 



. = K.(..A)' , c = «,(,- 



essendo la S alla distanza ~ K da S, , giacché le lungliezze positive, sono quelle 
conlate da S verso Sf 

Se ora (ti v) sono le coordinate dì un punto qualunque di S, , per il quale 
passano due direzioni orto^^onali , indicando con dn , dv gli incrementi che subi- 
scono la u e la V quandi) ci spostiamo ili infinitamente poco sopra S, lungo una 
delle due direzioni, e con 8it , òv gli incrementi die subiscono ì parametri mede* 
simi » , V, spostandosi di infinitamente poco sopra S, lungo l'altra direzione, noi 
dovremo avere, a causa dell'ortogonalità dei due elementi curvilinei : 

E, du 5« + G, d« So = 0. 



dove r' e r" rappresentano i raggi principali di curvatura di S, cosi risulterà : 



E^d„.u.2^. 
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Ciò posto, se IndicbiHmo con D , l>' , D' i coeiflcienti della forma difTerenziste 
quadrHtica : 

- «!x (JX + dyùY + (iz di) = Diìfi' + 2D' du dv + D" <ijj* 

essendo x y z ìe coordinate di iin punto qualunque della superficie S rispetto a 
tre assi ortogonali ilssi dello spnzio, e X,¥,Z i coseni degli angoli che la dire- 
zione positiva della normale in quel punto l.\ colla terna di assi ortogonali, avre- 
mo, poiché le linee coordinate sopra S sono linee di curvatura : 

f" r' 

Quindi potremo scrivere : 

D ^ du Òli + D" ^ do 6« = 0. 
Ma: 

r' r,"* = r"r,'' 
giacché : 

r,' = R + r' r," = B + r" 

e: 

(R + r")»->' = ('» + »■')*■'■". 
Dunque : 

DduSu + D" (/«Su = 

i:i quale equazione ci dice appunto die due direzioni ortogonali ttopra S, hanno 
per immagini sulla S due direzioni ccningatc. 

Reciprocamente , se la rappresentazione di una superficie S, sulla superOcic 
parallela alla distanza - R (riguardando cujno punti corrispondenti delle due su- 
perficie quelli situati sulla meilesinia normale) è tale clie a una coppia qualunque 
di direzioni ortogonali sopra S, corrispondono sempre sulla S due direzioni coniu- 
gale, la S, è una superficie srerica o ò a curviitura media costante +t-,; o In 

quest'ultimo caso la S, conseguentemente è a curvatura costante positiva + ~. 
Infulti, dovendosi avere: 

E^duSlt + G, dvSv-Q 

D du5u,+ D"d«Sr =0 
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per qiiiilunque valore dc)le variabili indipeadenti n , v, snrà necessariamente : 
D D"' 



riuindi, o 



r,'"*" r," B ■ 

Dunque : E^iclase lo superficie sferiche, le unielic superficie per le quali la 
rappresentazione di ense sulla superficie parallela alla disianza ± R (riguardando 
come punti corrispondami quelli situati sulla madesima normale) sia tale che a 
due diri-zioni ortogonali qualunque delle prime corrispondano sempre sull'altra 
due direzioni coniugale , sono le superficie a curvatura media costante T ^ . 

Passiamo adesso a proporci il problema più ^<enerale : 

Date due superfirAe S e S', in quali casi, riguardando come punti corrispoìi- 
denti di esse quplli per cui le rispettive normali alle superficie date sono paral- 
lele, la rappresentazione di S sopra S' ristilta tale che a due direzioni orlogo- 
ntili qualunque sulla S corrisponrfono sempre sopra S' due direzioni coniugaleì 

Riferiamo la S e la S' alle rispettive lince di curvatura ti = co5t. u = co8t. , 
u' = C08t. v' = cost. ohe danno agli elementi lineari ds e da' delle due superHcio 
a forma: 

ds» = E du* + G dt)* 

d8'* = E'ti)i'* + G'dr". 

Se r' e r" sono i raggi principali di curvatura della S nel punto (it v) a p' o 
p" sono quelli di S' nel punto {u'v'). gli elementi lineari ds, e di,' delle rispettive 
rappresentazioni sfericlie saranno ; 

ds.* = ~si (Ih* + -;ì dr* 



■••i'' = "^ **"'* -^ vi f**'' 
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Ora, poiché i secondi membri esprimono due Torme òìverse di elemeali lineari 
di una medesima superficie (la sfera rappresentativa), saranno certo trasformabili 
l'uno nell'iiltro, mediante le relazioni : 

(1) tt' = u'(up) v' = v'(uv) 

dove ti' e v' sono determinate funzioni di u e v. Per tal modo il punto (uv) della 
sfera, il quale è immagine del punto (uv) delia S, coincide col punto corrispon- 
dente \u'(itv) ,t>'(uv)\ della sfera medesima, il quale è immagine del punto (ii'f'> 
sopra S'; onde il punto (uv) della S e quello corrispondente \ii,'{uv) ,v'(uv) | 
sulla S', avendo per iinmagine sopra la sfera il medesimo punto, saranno a nor- 
mali parallele. Concludendo, la t ra s Po rm azione (1), per mezzo della quale l'ele- 
mento lineare ds,' si cambia in ds, ci dà la legge dì corrispondenza, definita come 
sopra, fra i punti di S e quelli di S'- 
Ci6 posto, dalle (t) ricaviamo: 

, , Su' du' j 

dit'= = — da+ 5 — dv 
ou dv 

, , 5»' . dv' . 

de = 3— du + ^— dv 
du dv 

quindi, poicbò mediante le (1) il ds,' si trasforma nel dHi , dovremo avere idcn- 
ticamenle : 



^ ' p"* du dv p'» du dv 

Ora, se du e dv indicano al solito gli incrementi che subiscono i parametri 
delle linee di curvatura quando dal punto (uv) si passa a un punto indnitamente 
vicino sopra S , e se Su Se sono gli incrementi delle stesse variabili quando dal 
punto (uv) si passa sopra S a un altro punto inllnitamente vicino, la condizione 
di ortogonalità, delle due direzioni uscenti dal punto (tiv) ò espressa dalla equazione: 

(3) Eduòit-i- G dv5v = 0. 

La condizione che alle due direzioni ortogonali uscenti dal punto (uv) di S 
corrispondano sulla S' due direzioni coniugate uscenti dal punto \u'{u,v) ,d'(uv)\ 
6 data dalla relazione : 

(*) 

essendo du' , dv' ; Su' , W lo varìaiìonì che subiscono i parametri u' v' ìa conse- 
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guenza delle variazioni du,dv ; 8u , Sv subito da u e v. Ma : 

, , du' , Su' , 
Su dv 



e poiché rcquazìone (4) deve essere sempre conseguenza della (3) qualunque sianO 
gli accrescimenti du,dv ; 8u,6t?, avremo: 

.- E' du' da' G' Bv' dv' _„ 

^' p- du dv '^9' Si* 9r ~ 



Se dunque escludiamo il caso di 



ossia che la superQcie S' sia una sfera , dovremo avere per la coesistenza, delle 
equasioni (2) e (5) : 

dj^ 8u|_ dv dv' _ 

du dv ~ ' 3u 9tJ ~ * 



E quindi : 



u' = V , o' = U 

con n e T funzioni rispettivamente della sola u e della sola v ; vale a diro , in 
ogni caso, alle It'nee ili curvatura sulla S corrispondono sopra la S' le linee di 
curvoiura di questa super/tcìe. 

Restando nel primo caso, poiché il secondo si riconduce all'altro mediante lo 
scambio dì u e v, potremo porre, senza mutare le linee coordinate di S' : 



h' = u , 


o'=c 


e quindi avremo : 




dt* = E(iu<-)-Qdo- , 


it>" = E'i!o' + S'(i!>' 


d'.* = A**' + r^.'^* ' 


^<' = fi'">' + f.<">'- 


TOL. nvn. 


15 
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Ha allora dovrà essere: 

giacché la traBformatìone clie cambia ds; in (fs, è 

ti' = u , v' = t 

e dovendo le equazioni : 

E duSa + G dv Sv = 

fi' 

■P 
coesistere qualuaque siano gli accrescimenti da.dv ; Su,6f, avremo ancora: 

Ep"_ Gp' 



E' 7 G' 



(7) 
Perciò, teocDdo conto delle (6) : 

La relazione (8) ci dice intanto che afOncliè sia possibile la rappresentazione 
dì S sopra S' nel modo voluto, £ necessario ctio questa superllcie sia a curvatura 
positiva. 

ScrÌTendo 

P' _ p!1 

pi r't 
chiamando X il valor comune di questi ultimi due rapporti, avremo : 

(9) X = 4l . 3^ = -!^ 

^ ' r'* ' )■■■* 

essendo X una conveniente Tunzione di k e v. 

Derivrjfdo logaritmicamente la prima delle (9) rispetto ad ti, si ottiene : 



(10) 



91^__1_ 9p^_ 2_9r^ 



Ha ad E, ,G, indicano i coefllcienti dell'elemento lineare delle rappreseota- 
zIodI eteriche (le quali sono ideotlobe) di S e &', dovranno esser veriQcato le ro- 
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X 115 X 



dv 9o 



<--'\^-£=« 



(.■-n?!|„^- 



Dallo quali sì ricava : 

1 V__?_ £i 
p' — p" 3u "r" — r" 9i* 

1 df" 1 ar 
p' - p" 9p ~ r' - r" ai? 

La (iO), conseguentemente diviene : ' 

5ir lp'(r'-r")"i' Isu Ir'-r-'V r"/ r' 1 Su ~ 
ai 
~ 1^ 9u ~ ^^ '' ■' au • 
Derivando logaritmicamente rispetto a o la seconda dèlie (9) si Ila : 






Dunque, alTlnctiè la rappresentazione sia possibile, i raggi principali di cur- 
vatura i" e r" della 5, dorranno soddisfare all'equazione a derivate partiali : 



èi'—'whfuic'-o^h». 
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La quale può anche scriversi : 



(11) 



_ j,, g* /_!_ j_\ _ (3i^ Sr^\ V' zar;; £/' 



dv / du 



Dunque : 

Data una superficie S , affinchè sia possibile rappreaenfarla sopra un' altra 
riguardando come punii comspondenli sulle due superficie guedt o normali pa- 
rallele, per modo che a due direzioni orlogonali uscenti da un punto qualunque 
di S corrispomiano sempre sull'altra aupcrflcie due direzioni coniugale, è ne- 
cessario che i raggi principali di curvatura della S soddisj^no all' equazione a 
derivale parziali (H), in cui u e v sono i paramelri delie linee di eurualura , 
e che la eecomia superficie sia a curvatura positiva , coi raggi legali a quelli 
dell'altra net punii corrispondenti dalla relazione (8). 

All'equazione ^1) soddisfano evidentemente i raggi principali di carvatura di 
ogni superficie a curvatura media costante 



In questo caso, essendo : 

.,. = (.-,.,*(i)=r.(')-^.(|) 

R T' 

si avrà: 



con e costante arbitraria. 

Eseguendo le quadrature, sì ba 



E perciò : 




p'p" = c» 
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Oasia : afjinchè una superbe a curvaiura media eoitante sia rappresenlar 
bile sopra una seconda super/ìcie colla legge voluta, è necessario c/tc questa sia 
a curvatura coslanlc positiva. 

Se poDÌamo la condizione che la seconda superficie sia parallela a quella a 
curTatura media costante, doTrà essere, contando le lunghezze dalla parte negativa 
della normale a S : 

p' = r* — r p" = r" — r 

essendo r la distanza di 8' da S. Perciò : 

r* „ r" 

]■' - r = e -7, , )'" - r = e -r . 

Da cui : 
Orvero : 

^0-f)40-p)- 

r r" e 
c = R p'p" = R» r=R. 



Dunque : 



Ossia la superficie S' si riduce alla nota superficie a curvatura costante positiva 
parallela a quella a curvatura media costante. 

Reciprocamente, data una superficie S a curvatura inedia costante, se : 






sono le coordinate ortogonali di uno qualunque dei suoi punti, dove X , Y , Z espri- 
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a» 


d») 
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mono i coseni di direzione dotta normale a S, le espressioni : 



(12) 



con e costante arbitraria, ci daranno le coordinate ortogonali dei punti di una su- 

porQcie S' a curvatura costante positiva -j , per la quale t parametri delle lince 

di curvatura sono i medesimi di quelli delle lince di curvatura sopra S ; nei punti 
corrispondenti a una stessa coppia di valori per u e v le due superficie sono a 
normali parallele, e inoltre mentre r' , r" sono i raggi principali di curvatura della 
S, quelli della S' nei punti corrispondenti sono : 

T' „ r" 

P =V ' P =v 

E Bnalmente, U due direzioni ortogonali qualunque sulla S corrispóndono, 
sempre sulla S' due direzioni coniugate. 

Infatti, Be E , G sono ì eoefficienti dell' elemento lineare della S riferita alle 
sue linee di curvatura, e se E' , G' sono quelli dell'elemento lineare di S' pure 
riferita allo linee di curvatura u = cost. , v = cost. , si ha : 





—SO' . 0— ztìir 




-='^-my . --'^-my 


Quindi sarà: 






E G 



e perciò ad ogni coppia di direzioni ortogonali sulla S corrisponderanno sopra 
S' due direzioni coniugate. 

Evidentemente le equazioni (12) ci definiscono le uniclie suporQcio sulle quali 
ò possibile fare la rappresentazione di una supcrGcio a curvatura media costante, 
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secondo la legge proposta. Tutto queste superficie sono omotetiche tra loro, tal- 
chi' basta la conoscenza di una sok fra esse per individuare le altre. E siccome, 

data una superllcie a curvatura media costante -^ , sulla superficie parallela a 

curvatura costante positiva ^ ìa rappresentazione è appunto secondo la legge ri- 
chiesta, possiamo enunciare il seguente risultato : 

le «nte/ie superane sulle quali è possibile Tappresenlarne una a curvatura 
media coslanle „- , riguardando come punii corrispondenti quelli a normali pa- 
rallele, per modo che, a due direzioni ortogonali $uUa superfide a curvatura 
media costante corrispondano sempre su di esse due direzioni contu^nfe , sono 

date dalla superficie parallela a curvatura costatile positiva ^ e da ttttle le sue 
omotetiche. 



Le superfìcie a curvatura media costante applicabili 
su una superfìcie di rotazione. 

Proponiamoci ora la ricerca delle superficie a curvatura media costante appli- 
cabili su una superficie di rotazione. 

È noto che l'elemento lineare di qualunque superficie a curvatura media co- 

stante ±^, rirerita alle sue linee di curvatura i( = cost. ,« = cost. può sempre 

ridursi alla forma : 

+»« 
(1) ds» = R* e (du' + do') 

dove b una funzione di u e tj la quale soJdtsfa all'equazione a derivate parziali: 

(5) i-; + ^-i+senhfl.cosh6=0. 

Mentre i raggi principali di curvatura r, e r, della superficie sono dati In ogni 
punto dalle relazioni : 



E Inversamente, per qualunque funzione delle variabili u e « la quale sod- 
diiQ alla (2), lu (1) definisce l'elemento lineare di una determinata superficie a 
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curvatura media costante, per cui u a e sono i parametri delle linee di cuna- 
tura, e i raggi principali di curvatura sono dati dalle espressioni precedenti (*]. 
Ciò posto, ricordiamo che afilnchè una data superflcie sia applicabile su una 
di rotaxrono & necessario e suillclente che le linee di ugual curvatura siano geo- 
deticamente parallele e ognuna a curvatura geodetica costante. Nel nostro caso le 
linee dì ugual curvatura sono le 6 (u v) = cost. e afllnchè esse siano geodeticamente 
parallele è necessario risulti verificata la relazione : 

A.« = m 

dove A,6 indica il parametro ditTerennale del primo ordine relativo alla funsione 
0. E polche: 

quest'ultima condizione diventa : 



(ly-diy-c) 



dtt/ 

La condizione che le 4 = cost. , geodeticamente parallele, siano anche a cuT' 
vaiare geodetica costante equivale a quella di far parte di un doppio sistema or- 
togonale isotermo, ossia di soddisfare l'equazione : 






*(«) 



in cui Al indica il parametro diiTcrenziale del secondo ordine relatiTO alta fun- 
zione 0. Ha essendo : 

si può concludere, tenendo conto della (S), che la condiiiope posta per le O=cost. 
di essere a curvatura geodetica costante rientra nelle (3) e (3). 

E possiamo perciò asserire che tutte le superficie a curvatura media costante 
applicabili su una superficie di rotazione si ottengono quando la funzione è scelta 
In modo da soddisfare contemporaneamente alle equazioni (2) e (3). 

Ora, poicbò le linee di curvatura delle superficie a curvatura media costante 
formano un sistema ortogonale isotermo, ne segue che se poniamo : 

tt + t'r = co + iy 



{*) Bianchì. L<MÌoni di Qatmetria diifaretuiaìe. Pisa, Niatri pag. 26S. 
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e riguardiamo le nuove variabili ìp e y come coordinato cartesiane ortogonali dei 
punti del piano, le formule 

u=x v=y 

ci daranno una rappresentazione couforme di tali superQcie sul piano. 

Allora, alllnchè una qualunque di esse sia applicabile sopra una superficie di 
rotazione è necessario cbe per le curve piane 

6 ((T y) = cost. 
immagini delle 

O(ut')=cost. 

della superficie obiettiva, risulti verittcata la relazione : 

la quale ci dice cbe le 6(iri/) = cost. del piano devono esser pure-geodeticamente 
parallele. Inoltre, poictiè esse fanno parte di un doppio sistema ortogonale isoter- 
mo (essendo tali le 0(h«) - cost.), ne seguo clic le (l(a;y) -cost. dovranno anche 
esse risultare a curvatura geodetica costante, ed essendo geodeticamente parallele, 
non potranno essere altro che rette parallele o circoli concentrici. 

In quest'ultimo caso, rilerendoli airori<;ine come centro, dovremo dunque avere: 

0(xi/) =a;* + y*. 
E quindi : 

0(ub) =u* + t)'. 

Ha poicliè la 6(uq) deve anche soddisfare l'equazione (S) , a cui non soddisfa 
l'espressione 

e poiché le = cost. coincidono colle F(0)=:co3t., ne segue che dovrfl essere 
una certa funzione P(u* + tj') che soddisfa: la (2). 

Nel caso in cui le ^{xy)^cast. fossero r<jtte pitr.illcle , I:i loro eiiunzione 
sarebbe : 
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6 (« o) = ft (ott + bv) 

e la superficie risulterebbe uoa elicoide a curvatura modia costante, nel qual caso 
è evidente l'applicabilità su una superficie di rotazione- 
Se ora sulhi superficie cambiamo linee coordinate, ponendo : 

a= Vu* + 1>* P = arctang- 

siccome ciò equivale- nel piano a passare dalle coordinate cartesiane alle polari, 
si avrà per forma dell'elemento lineare della superficie a curvatura media costante, 
rirerita alle a=:cost. e 0=coBt. : 

4) da» = R* e±»' (do» + o' d^») 

dove 6 funzione della sola a. 

Le linee a = cost. coincidono colle ft = co5t. ; quindi le ^ = cost. sono traiet- 
torie ortogonali di queste, e perciò geodetiche sulla superficie a curvatura media 
costante. 

L'equazione (2), a cui deve soddisfare la S, si trasforma nella seguente : 



11 S 



/ t8 \ ) i 9*0 



ed essendo fi funzione della sola a l'equazione diventa : 

d»fl , 1 afi 

Ovvero : 

da' a da 

Volendo ridurre la forma (i) dell'elemento lineare ai parametri ÌBometrlci, basterà 
porre ; 



/^=ig.=,, , p=?, 



ed allora otterremo il seguente risultato : 

l'eUmento UneaTt di gttalun^ue super^cto a ctirvalvra media costante 
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± -jT- applicabile sopra una superficie di rotazione pud sempre ridursi alla forma : 

dove le a, = cost. , p, = cost. sono le deformale dei paralleli e dei meridiani ; e 
la la è una funzione di a, , la quale soddisfa all'equazione differenziale del se- 
condo ordine : 



d'w 2», 
da,* "^ " 



+ e '8enhw = 0. 



La rieerca delle superficie a curvatura media costante applicabili sopra una 
superQcie di rotazione è perciò ricondotta all'integrasione dell'equazione difl^reo* 
ziale : 

y" + e** senh y = 0- 
Pisa, 1888. 
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SULLE FUNZIONI IPERBOLICHE E CIRCOLARI 



F. Q r U D I C E. 



Sia 6 un punto di coordinate positifc, X ed Y, dell'iperbole, riferita ai suoi 
assi , 

(I) X--T'=l 

e sia A il punto (I ,0) della medesiaia. 

Si divida l'arco AB in n parti e siano U, , ll^ , ... , !]„_, i punti di divisione. 
Le coordinate di H, siano X, ed Y,. 

L'area, S, del segmento iperbolico staccato dalla segante condotta pei punti 
(X , Y) (X , - Y) è data da 

S = S • [lim. 2] (X,», - X,) ■ ^'*^'*' ] Um.(X„, - X,) = 

dove dcTcsi fare : 

X, = l , Y. = , X. = X , Y. = Y. 
Poniamo ; 

X, + Y, = ?' 
e sarà, per la (I). 

X, -Y, = 5-' 
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onde : 



2](!!r«-V-^^ = |(l" + r"J-Cl"-?-") 



' 2 



,= ,+? 



e facciamo crescere n indefinitamente. 
Dovendo essere : 





?" = X + Y 


avremo : 




(!) 


X+Y = lia,.(l + ?)" = 


da cui si ricava : 






ft:.l(X+Y) 



e, per la (I), 

(3) X-Y = e-« = lim,(l-,^)" 

onde si vede essere, assiototicamente, 

,-. = 1-? n.'-:^- = ft = l(X + Y) 

opperò si ba : 

S = XY-1(X + Y) 

(t) S = XT-2-lim2](X,<.,-X,)ÌÌ?.a! 
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da cui si Tede che /e è il settore iperbolico compreso fra i raijgì che vanno u 
punti (X,Y)(X,-T). 

Dalle (2) e (3) si ricava : 

(5) X = Ch.s = l^-=l + !, + !,+ ... 

(6) Y = Sh.ft = ^- = /t+^ + ^+... 

Similmente ; L'area, (o, del settore del cerchio 

(7) X* + y* = I 

compreso fra i raggi cbe vanno ai punti (x,y) (x ,—y) è dat» dn 



Vr + V r* 



r=d) 

dove si deve fare : 

J^o = 1 > yo = ^ • 3!, = X , Vn-y- 
Le (7) ed (8) si ricavano dalle (!) e (4) ponendo 
X = 03 , Y=fy , ft = f(o. 
Con queste relazioni dalle (S) e (6) si ricava immediatamente : 
e"" + 6-'" e**- -e-'" 

Ponendo, come è uso, 

aj = cos'W j/=sen-w 

si ha : 

e*" -t e-"" . w» . u» u.< . 



sr 5! ir •• ■ 

Poteva prendere immediatamente ft dal calcolo integrale ; ma era mio scopo 
dare nel modo piti elementare possibile le note espressioni per esponensiali delle 
funzioni iperbolicbo e circolari. 

Palermo 1 Maggio 1888. 
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LE 

COORDINATE GEODETICHE ORTOGONALI 

E LE GEOGRAFICHE 
SULLA SFERA E SULL' ELLISSOIDE DI ROTAZIONE 

GIOVANNI DE BERARDINIS 



Le coordinate geodetiche ortogonali e le geografiche sulla efera. 

1. Un sistema di coordinate, per la dcterm inazione dei punti di una superficie, 
si può immaginare costituito in modo , che le ascisse vengano contnte su dì una 
determinala geodetica a partire da un suo punto Qsao, positivamente in una dìre- 
Kione, negativamente nella direzione opposta, e le ordinate su geodeticho ad essa 
perpendicolari e positive da un lato, negative dall'altro. Le formole relative ad un 
t^le sistema di coordinato (dette di Soldoer) sulla sfera e sull'ellissoide di ro- 
tazione intorno all' asse minore , e sotto forme generalmente usate nelle applica- 
zioni gcodeticbe, costituiscono l'oggetto della presente monografla, come quelle il 
cui uso riesce principalmente vantaggioso nel trasporto delle posizioni geograQche, 
oltre che procurano un comodissimo passaggio dalle dette superficie al piano, poi- 
ché si è, considerando tali coordinate come coordinate ortogonali dei punti In un 
piano, che si ottiene la nota proiezione del Cassini , tanto utile e di pratica 
importanza, quando la regione da rappresentare comunque estesa in latitudine Io 
aia poco in longitudine. 

Tra le formolo più o meno approssimate, che risolvono i medesimi problemi, 
dei quali molti autori si occuparono, io prerorirò attenermi a quelle dato dal- 
l'Helmert, seguendo in gran parte procedimenti dimostrativi diversi da quelli 
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deirillustre Geodeta, ciò che giustifica il presente scritto , oltre che la teoria di 
tali coordinale non fu da altri sviluppata in Italia. Esporrò prima la risoluzione 
dei diversi problemi nella ipotesi delia terra sferica , ciò ohe faciliterà la ricerca 
delle formole analoghe, che risolvono i medesimi problemi, quando ì puoti appar- 
tengono alla superficie del detto ellissoide dì rotazione. 

2. Siano (Fig. I.) N ed S ì due polì di un cerchio massimo di una superficie 
sferica, scelti per rappresentare rispettivamente i poli terrestri Nord e Sud e l'equa- 




Fig. I. 

tore, ed NOS ii meridiano di un punto di conosciuta posizione geografica, quale 
potrebbe essere il centro trigonometrico di un osservatorio astronomico. La posi' 
zìone di un punto P| sulla sfera sarà conosciuta, quando saranno note l'ascissa 
Xi e l'ordinata y, , essendo ^, la lunghezza dell'arco di cerchio massimo com- 
preso tra il punto ed il piede II, dell' altro cerchio massimo condotto per P, 
normalmente ad NOS, ed i/, quella dell'arco P, H,. Conteremo le ascisse positjia- 
mente da verso Sud e negativamente da verso Nord , e le ordinate positire 
verso Ovest negative verso Est, cosi dati ir, ,i/, in valori ed in segni, non rimane 
dubbio alcuno sulla posizione del punto P, 

Consideriamo un secondo punto P, unito a P, per mezzo di uu arco s di cer- 
chio massimo, ed immaginiamo che i/, mantenendosi sempre normale ad NOS si 
muova Bulla aupcrficie, il punto P, descriverà un cerchio minore parallelo ad ?JOS, 
l'angolo a, formato dalle tangenti alle due linee P,N, e P,P, , nelle direzioni P|N, 
P,Pi , dicesi oricnlamenlQ od angolo di direzione di P^ su P, , e P, sarà deter- 
minato di posizione rispetto a P, , quando si conosce la lunghezza dell'arco s e 
l'angolo a, , che si conta da Sud verso Ovest-Nord-Est da C* a 360". od anche 
da Nord verso Est-Sud-Ovest. Noi lo intenderemo contato nel primo modo, av- 
vertendo di non confondere l'angolo di direzione con l'aziinut di P,P| , aven lo il 
primo origine dulia tangente al parallcllo P,N, e l'altro dalla tangente al meri- 
diano NP,8. Il primo problema da risolvere è il sofiucnte ; 
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Data (e coordinale x, y, di un punto P, , In lunghezza clell'arco s di geode- 
tica die unisce P, con P, e l'orientamento a, di P, su di P, , dctcnninnre le 
coordinnte i,y, di P» e l'orienlameiUo reciproco di P, s« P, (ossia di P, suHoriz- 
zonle di P»). 

Differenza delie ordinnie. Poniamo x» = a;, + ix yi = l/i + Ay, ed osserviamo 
che considerando costante l'orientamento a, , Ax e ly samiino Tuniioni di s, in 

modo che ponendo a=-, cliìamando r il raggio delia supcrflcie sfcric» avremo 



(0 



Ora se Q e Q' sono i polì del cercliìo massimo KOS , prendendo il raggio 
della sfera per unità, si ha 

OP -!_?! OP -' »■-' ^i + 'y 



l>,l'. = j P,QP. = f- P,P,Q = |-<i, 

in conseguenza dal triangolo sferico P^ P, Q si ottiene 

H, + iu Vi V. ,^- 

sen "' = Ben ^ cos o + eoa -} sen o sen Oi (2) 

dalla quale con successive derivazioni rispetto alla Tariabile indipendente e, e poi 
ponendo a — O nei risuUnmenti, si trova 



1 --; — I =Bena, 



(y.= - ""'"•«"« 7 
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— ^ ) = - scn n, coso, M + 3 lag* ^j 






I-10scn*a,oos*n,-scn»<;,+3cosVi,{cos*(i,-4sen*ip^)tag'^ 



sena, "Sen'o, - lOscn**», cos*o, +T, tag^ 

ove T,tag^' denota la somma algebrica degli altri termini. 

Ponendo nelle precedenti espressioni por lag ^ il suo s?iluppo in serie , e 

lenendo presente che cercasi lo sviluppo di -f sino ai termini di 5" ordine m- 
clusìvo, sì ottiene con la sostituzione ncllu (I) 

+ rr-i(— - lOscn'o, cosV,— - scn'fi, ^) + 

+ TnjTT, (seno, - scn'n, — IO sen'o, cos*fl,) f . . . 

oiTcro ponendo 

8coso, = u S8enfl, = c (J) 

e separando i termini di ordine diverso 

^-^^}^(yx + }. ?^ + ('l^ + l?U±L_'i!^'\_/'^+'.?^!lV4. fi) 
r -r tF*\r^l r) *\T ^ 5 r) \W^ IF) \T ^^r}^7^ + - (*'» 

ed osservando che nel t" membro non vi figurano i termini di ordine pari , ne 
segue pel calcolo di ày la equaiione 



,„=,.^(„,, ;..)+(,,, ^L„)(^..^).a,„„!gj!,,T, 



(t) 
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ilciiotiiiido ton T, i termini di 1" ordine, quan lo - ed - sì consiilerano come t1i 
I ' ^ ?' r 

1° ordino , tali clic so ne posi^ono Iruscuritrc le potenze superiori ad un cerio 

ordine. 



T = = \-ir)^ *T\ir.'- ),*■■* m \ -*.■■;. ^ • ■ ■ <^> 

3l;i dallo slesso lriang<olo, si ha 



dHihi quale con succesiive derivazioni e ponendo poi a = nei risullali , iusiomo 
aijli sviluppi in serie dì sec^ e lag ^ , si ottengono per i coerfluicntì della se- 



m,- 



cos a, w,* „ ^ 
— TT— ^ -I- 3 sen*«, coso, 4 cos'n, + 

+ — scn' a, cos n, ^ — - cos' fl, ^ 

SOsen'd, co8«, — - 4 seno, cos'n, — — 4 senfl, cosh, - 
Sxs. 



l , - / - COS'I, 



+ Ili sen*((, cos«, - lOsen^c, cos*», 
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Snstiluendo nctla (5), tenendo presenti lo (3) ed aggiungendo I» espressione 
identicumente nulla 

1 u'y,* 1 u'y,* 1 m'wi/i i n^wy, I u-'o* 1 u'v* 
se ne deduce 

-r = -;r + 275 (,!/.■ + »■ t2»»,--^-i-^--/--lF-3'") + 

, M' /' Vi' -m' + 2"», !«"(, „, 

*3rA 2r' 5 rV + " 

la quale a meno di tre termini di or<linc superiore al S" clic si considerano come 
trascurabili 6 identica all'altra 

r 1- +2rA»' 3"/*3r'Ur" S r- -l + 6 r \2)' lOr'/ * 
ed osservnnjo, die mancnnu i termini di ordino pari, se ne deduce 

Differciizii degli angnti di direzione. Dallo slesso triangolo PjPiQ si tia 
scn (o, - 90°) __ sen(90" -at) 
sen(90'*-^) 8en(90''-^) 

ovvero ponendo 

o,= n, + 1800 + 4(1 (9) 

cos(a, + Xa) cos— = coso, cos — (10) 

cquasiionc clic si traduce nel teorema. It prodotto del coseno dell' orientamento pel 
coseno deW ordinala di un punto qualunque di un cerchio massimo è cosfanlc, 
ed uguale al coseno dell'angolo formato da esso col meridiano dell'orìi/ine. 
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Volen<!o lo sviluppo di ia, secondo le poterne ascendenti di a, sino iil 4" or- 
dine ioclusivo, dalla (10) sì avrà con successive derivazioni e per o=0 

(-T-^j = - Ucna, c(iso, + 2sena,cosa,^j 

-— j-l =cos'a,-^^ — » Ben* o, cosa, -^^ 
da' Jo * r ' ' r 

(-T-j- I = seno, cob'o, - Ssen'a, cosa, 

in conseguenza sostituendo in 

si ottiene, avvertendo alle (3) 

DTTero pel calcolo numerico di àa in secondi di arco 

Trovato l'i", dalla (9) si avrà il valore di a, accessnrio per la continuazione 
dei calcoli, poicliA con Oj e con gli angoli azimutali misurati ìn P, a partire da 
una stessa origine o da origini diverse collegate tra loro con osservazioni analo- 
ghe, si potrjl ottenere l'oriontamento di un altro lato qualunque uscente da P,. 

Una forma, molto semplice dello sviluppo di la, si ottiene partendo da una 
delle analogìe di Nepcro, ctie applicata allo stesso triangolo PiP, Q, dà 

. (o, - 90') + (90' - a,) """iKa r/ Va r^) M ix 
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la quale, essendo (?, - o, = 1 80" -i- Aa e ponendo y-g(i/, t-y,!, sì triisiorma in 

i«g "2 = - scn jf sec ^ tiig — 
ed introducendo i seguenti STiIu|)pi 

sc„s. !/(,_':£ + ,..) 

risulta 

taff^--*^ "('l-i y^ + 1 ^ + 1 4^ + T "ì 
**S 2 - 2F fA' 6 ^^B T^^T2 7^ +^V 

dulia quale per mezzo della serie dell'arco tangente si deduce 

sviluppo la cui ammissibilità, esige al pari degli altri tre stabiliti, che - ed ~ siano 

rapporti molto piccoli, da poterne trascurare lo potenze superiori ad un certo or- 
dine, dipendente dall'ordine di una voluta approssiinnzione numerica. 
Eliminando dalla precedente equazione y, per mezzo della equazione 

iTon che — e -^ mediante la {i\ e la (8) arrestiitc ai termini di 3' ordine in- 
clusivo, Sì ottiene dopo facili riduzioni la (11), come evidentomente dcvea vcri- 
licarsi . 

3. V<datazioni nnmcrichc. ffellc applicazioni praticlie dello precedenti rormolu 
ò sunicicnlc . nella maggior parto dei casi , tener cunlo dei termini tli 'i' ordine 
inclusivi, però i termini di ;,'rado più aUo procurano non sulo il vantii},'giu di poter 
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v:iiiiliirR )ii parie trnscuratn, ni» sono utili nei pocliì casi, nei quali si iIcvc pnssarc 
il:i un punto ìkI un altro a distiinz» tra luro relativamente granile. 

Facendo astrazione dalla ciirTatura della sfera, per im molto piccolo circuito 
si iwtrà fiir uso delle formolo 

^!/ = !/i-yi=w ix = Xt-a:^ = u iii = n (I) 

hIì emiri, clic così si commettono in j/j ed a;, sono dell'ordine di 



in molo clic volendo, die tali errori siano minori di O^.OOl, dovrà verificarsi la 
condiziono 



ineguaglianza in cui ponendo r = 6370300*", che è il raggio della sfera di uguale 
superfìcie a quella dell'ellissoide di Besscl con molta approssimazione, se no de- 
duce in cifra tonda 

s < 4 Chilometri. 

Ma per tale valore lìmite di s, ì termini d: ì" ordine danno, per 1»", 0",0I, 
riiianlilìi trascurabile a cosi piccola distania, in conseguenza si avrà il teorema 

I.r, coordinate orlogonnli sulla s/liivi possono essere calcolnlc come coordinata 
Viane eaallamente sino al mìlUmelro, finché te pHi orandi Initghpzse dei lati e 
{Ielle oi-diiiate non sorpassano i 4 chilomclri. 

Facendo uso delle formolo 

m 

Tengnno trascurati nelle (4) (8) ed (11) del § 2 gli altri termini a cominciare da 
quelli di 4* ordine , rclatlvamento al quali possiamo osservare die , non tenendo 

conto del termine col fattore qT > ^ ■! 'oro valore numerico totale In Vt-y, sem* 

pre Inferiore n quello della espressione 

2 «*r' 2 ,n*« 
& r* i T* 
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t di cui termini ti*o* = -7- scn^fl , u*« = s'cos*a sena possono raggiungere ì Talori 
massimi (come si deduce dalla derivazione) -r = 0,2Ss* — = = 0,38s', in modo 

che l'errore che si commette in Ay, col trascurare i termini di 4" ordine, sarà in 
valore certamente inferiore a quello , che la precedente somma prende per tali 

valori massimi dì uV ed «'0, e che in cilra tonda è 0,4 -j. Analogamente pren- 
dendo per valore dell'ordinata 1/1 il lato s, e trascurando i tormint negativi in 
a?t — cCt, il massimo valore che potrà prendere la somma dei termini rimanenti 

fi 
risulta inferiore anche a 0,4 — , in conseguenza, ponendo 



se ne deduce per lo stesso valore di r 

s< 100 Chilometri 

Per tale valore di s i termini di 4" ordine di Aa danno un risultato inferiore 
a O",O0~3, come si verifica facilmente per mezzo della (13) §2, che come massimo 
dei termini di i" ordine, ponendovi j/ = s, da 0",00[04. Uà 0",002 alla distanza 
di 100 Chilometri induce una variasione di 0"',00t sul lato, in conseguenza i ter- 
mini di 20 ordine in Aa per tale distanza soddisfuno completamente e corrispon- 
dono alla fissata approssimazione numerica di A^ e A^, e si può concludere che: 

/ termini di 3* ordine in Ay ed in Ax, e quelli di 2" in Aa bastano per 
una esattezza sino al millimetro /ìnchè la lunghezza dei lati e delle ordinale 
non supera i 100 Cliilomciri. 

Diamo un'applicazione numerica delle formolo (2) prendendo per r il raggio 
medio di curvatura alla latitudine media di quelle dei due punti, che approssima- 
tivamente possono aversi da un grafico dei punti trigonometrici, quante volte, a 
scopo cartografico , non fossero state precedentemente calcolato le posizioni geo- 
grafiche. 
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3!. = +10.000* V, 
9, = 44".09' 9, 



= 0.000 log» = 5.1843786.0 
= 45M9' <p.= J4VU' 



logs^S I84S186.0 
log leni, ==9.1 113500.1.-10 

logr=4.90l9286 4. 

logì= 9.69891-10 

Iog(!/,+|)= 4.42481, 

Iogit»=10.23124 

li)g-!-;= 6.390H-!0 

0.14571. 

-r,= +5.S69 

e = -79780.790 



iy = - 79780.790 
y, = 0.000 



- 79180.190 



logi=5. 1845186.0 
logcoso,=9.93lo4U.l.-10 

log 11=5.1156191 1. 

ii = ~ 130.50J-.166 
+ c, — e, = —6 .808 



4a;=- 130.509 .514 
a;, = 4- 10.000 .000 



log(-r') 
logu 



= 5.31443. 
= 5.1156?. 



log^, =6.39015-20 
'"«(j/.+l) = '-ooooo 
logia" = 1.42110, 



log; 



logu 
logV. 
logCj 



log; 



=6.39015-?0 Un. 

=5.11562. 
=9.80380 

=1.00914. 
=9.25185-10 



logu : 
logD' ■■ 

log e, : 



=5.11562. 
=9 80386 



ao" = - 26».406 



Prima di passare ad altro paragralo aggiungiamo come l'ordine dei primi ter. 
mini trascurati in iy e ix, secondo le formole (4) ed (8) $ 2, sono di una unità 
superiore a r"(s : Qq)* , che rappresenta quello dell'errore commesso in Aa, se 
condo la (11). Ora la precedente espressione per s = 600,000'" dà 0".143; ^i pui> 
quindi concludere che le formale stabilite pel calcolo di ai/ , di io; e di Au , fii' 
cendo uso di tutti i termini trovati, sono applicabili per distante di 600 Chilo- 
metri, con la sicurezza di non commettere, per causa dell' approssimiizione delle 
formole stesse, errori superiori a quelli, dai quali sono inevitabilmente alTclti gli 
angoli di un qualsiasi triangolo geodetico, per la incerlezza delle misure angolari 
originali. 

É inoltre utile osservare, che la espressione (2) di au rappresenta geometri 
cnmente l'eccesso sferico del quadrilatero compreso tra s i/ij/, e l'asse delle ascisse; 
infatti si ha 



■•K".-!)' 



-»=,)(»-^) 



che evidciiteiacnto lo dimostni, 

VOL. XXTII. 



ciò elio risulta nuche dal pnrngnifo scgticnta. 
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4. Metodo di Zachariae. Questo Autore nella sua opera Die geodàtischen 
Haupljmnkle, sviluppa le forinole per il calcolo delle coordinate sferiche ortogonali, 
per mtziQ del teorema di Legendro, facendo uso del triangolo sferico ausiliario 
Pj P, Pj , fìs.scndo P, il punto di coordinate (x^y,)- 

Se per i punti P, e P, si conduce un cerchio massimo. In somma dot quattro 
angoli del quadrilatero P, PaH^H, dovrà essere uguale a SGi)* + 2E , denotamlo 
2K l'eccesso sferico dì detto quadrilatero, ed osservando che l'arco di cerchio mas- 
simo P, Pj forma angioli uguali con gli altri P,Q e P,Q, ne segue che gli angoli, 
formati in P, e Pi dal cerchio massimo P, P, e dal parallelo P,P, , saranno uguali 
tra loro ed eguali ad E, in modo che gli angoli del triangolo piano con i lati 
uguali a quelli di 1', P, P, saranno rispeltìvamcnto 

1», = (!,-(£ + Pj^W-CE + e) P,= 90»-lo,~2(E + E)! 

essendo 3e l'eccesso sferico di P, P, P,. Chiamiamo -^c la lunghezza dell'arco di 
cerchio massimo P, P, , i lati del detto triangolo piano saranno 

di/ 8 AC 

e conseguentemente sì avrà 

AC sen i 90° - (a, - 2 (E f e)) j Ay^ sen jg, - (E -f Q ì 

8~ sentaO'-CE + e)! " s seni 90» -(E + e) i ^' 

ed 

o, = o,+ 180<'-(2E + 9e)-e = o, + 1 80» - C2E + 3.-) 

dalla quale si deduce 

io = - (2E + 3s) 

poiché sino al 3" ordine inclusivo, si ha 

r* Vr* 

sarà 

Poictaè K + 1 è di 2* ordine , si mrk sino ni termini di V ordine inolusivl , 
dalle (1) 

- = ?Ms|o,-2(E + 0! + Tj •^ = '-scnjn,-(E + s)l+T, 
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niii 

^x =4ccos — 
r 

iiuintli si ottengono lo formolo 

iy = 88cnlfl, — (E + e)ì +rTs 

AiB - s eoa 1 fi, + 2 (E + £) 1 (' + ^) + r T, 

coincidenti con i dati sviluppi. 

S- Dulie rurmolc trovate nel § i, con approssimasionì guccesaive, si (teducono 
racilmcntc quelle, clic con uguale esattezsa risolvono il problema inverso a quello 
(tei S stesso e che si enuncia : 

Date le coordinale ortogonaii sferiche (x, y,) (x^ y^) di due punii P, P, delev- 
mi/iare fa (oro disianza geodetica s ed i due orienlamenli reciproci n, aj. 

Le formolo (4) ed (8) § 2 danno immediatamente 

p = 4y + rT, u = ix + rTj (1) 

t'=iy + t?(!/. + ^y) + rT. u-A^jl-g-^l^'-I^^I + rT,. (2) 
Dividendo i due membri della (3) g 2 pel fattore di n si ottiene 

"- '^l ^-Sf' 6r'/ + V24r' 12 r' ^ 360 r' /< 

Vai" 5r>/3rM ' 

e sostituendo nei termini di ì" e i' ordine, dentro la parentesi, rispcttivameiilft 
le espressioni (2) ed (1) si deduce 

Ur' *IS r>;'3r'+"' "> 

Dalla (4) del S 2 , con la stessa soslìldiione e dopo semplici riduzioni , si 
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Con queste forinole si potranno calcolare 

« = 8 C08 a, v = s Ben o, 

quindi anche 

tago, = - ed 8 = = (6) 

w ■ sena, coso, 

I.C forinole (12) e (9) § 2 Ttiranno conoscere In ed a^ . orientamento che può 
anche ottenersi dalle formolo precedenti , eseguendo i calcoli scambiando i punti 
Ira loro, ciò die offrirebbe anche un controllo pel calcolo di s. 

Dalle troviitc forinole per n a v se ne può dedurre un' ultra , che dà s* di- 
retlamcnte in funmne delle coordinate dei due punti dati. Sostituendo nella equa- 
zione 6- = w* + V- le precedenti espressioni di u e v, e ponendo 

y = 2 (yt + y») 



osservaado che in seguito delle stabilite notazioni, si hanno le eguagliarne 
2 I 

9." - 5 *!/' - y> ^y - fa '»' = y' 
T - 3 "■'*»' + (^ + ilo - iV fio) ^»' - 



Vis 36 no Ita/ "* li"'"'' 12' 
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La (7) non solo è di comodo uso pratico, ma sarà ancora utile nel passaggio 
dallit sfera all'ellissoide al pari delle altre due, che danno n e v. 
Dalla stessa (7) limitata ai due primi termini e ponendo 

s,* = ice* + 4y* 
si deduce 

4ae» / 



e quindi 






e se si osserva, che nel termine correzionale si può sostituire a Asc e Ai/ u e v, 
e cbe 

i 4y» + 6y' = - tJ» + 3y,» + 3y.» 

risulta 

Forinole più semplici, per risolvere il problema che ci occupa , si ottengono 
se invece di s cosa, ed ssena, si determinano le quantità scos (a, -i- -=-) ed 

8 sen {a^ + -^ j. Si ha sino ai termini di S' ordine 

8 sen (a, + -y 1 ^v + u-j- + rTg 
e 

Aa = -r"^(y,+ l«)+r"Tt = -r".^ ^ + r"T, (9) 

la quale ultima farà conoscere Aa. Sostituendo poi nelle due formolo precedenti 
le trovate espressioni di k e v , arrestate ai due termini di Z" ordine incIusÌTo , 

risultano, dopo la eliminazione di y, por mezzo della equazione J/i = V~ "^i 

I (10) 
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'e quali trasportate alla Torma logaritmica danno 

logscos(^u,+yj = logia;- — ^+ — -i +T, 

log3sen(«,+^|)=lo,-Ay-|« ^+T, 
oltre che si deducono ancora le allre 

»"g("itY) = ^ "' ' = 



(11) 



8eD(a, + YJ cos ^a,+yj 



formolc tutte di comodissimo uso pratico e di approssimazione sullìclente per le 
ordi'»-"'''" distanze. 
Esempio numerico 



a;, = +10.000" «,=0.000 
?, = 44".09' 9, = 45M9' 



» = 5 (Vi + 9<) 



a-,= -ta0.S09".S14 v, = -19180.700 

x, = + 10.000. 000 y, = it.OOO 



tó=-130.509. Sn ay= - 19180.190 



f og^=6.33815 
ogy»=9 2011* 
108-^1=6. 3901i;-JOtaf, 

logc,=1.929J« 



lOgAj/»^ 



:5.?51S1 

9.80380 
6,39015-20 



loge,=l.45212 



logAa:»; 
, 1 

Vogo, 



: S.55860 
=10.23128 
-- 6. 39015-20 

- 2.18063 



log(-r") = 5. 31443, 

logy = 4.60081, 

logia; = S. 11564. 

log-!-, = 6.3S01S 

log4a= 1.42169, 
ia = -26".40S 

a,+^=2n».26M3".121 
-^= +Ì3.203 

n,=211''26'.26''.323 
I80°+Jii= 119'.59. 33 .595 

0,= 31'.25.S9.9I8S.|). 



logJa!=5.1 156123 8. 
-- e, + r, = - 56 6 

logicos(o,+*")=5.1 156361.2, 

logAu^4. 9018983.1, 
_c,= -151.6 

log»sen(o,+y)=4.90l8831.8, 

logtag(o,+Y) =9.7862161.6 

logsen(o,+"2°) =9.1113046.3. 

logs=5.184518!.S 
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fi. 7Wisjjopfo delle coordinale geografiche per mezzo della disianza geodetica 
e dell'azimut, con fuso delle coordinale s/feric/ìC ortogonati. 

S'immagini suUa superflcie sferica preso un cerchio massimo ed i suoi due 
poli, come equatore e come polo Nord e polo Su !. Sia inoltre fissiito un meridiano 
come I» meridiano ed introdotto, per l.i determinazione dei punti della superficie. 
il sistema delle coordinate geogniBche, latitudine e longitmline. Il primo problema 
•Ih risolvere con l'uso del dellnilo sistema di coordinate ortogonali, e il seguente : 

Dilla la laliludine (f, e la loiiginnline 0, di un punto P, (Fìg. Hj, la Inn- 




Fig. II. 

ghrzza dell'arco di ccrc/iio massimo, che unisce l\ con P[ e l'azimut a, di P, 
sull'orizzonte di P, , determinare la laliludine f^ la longitudine 0, di P» non 
che Vazimul reciproco oc, di P, sull'orizzonte di P,. 

Pel punto Pi conducasi il cerchio massimo P,H, perpendicolare ad NP,S , la 
reità T langento al meridiano riP,S in Pj e la T' tangente nello stesso punto al 
parallelo rappresentato dalla equazione 



Chiamando o^ l'orientamento di P, su P, , gli angoli del triangolo sferico ret- 
tangolo PiP, H saranno in 

H = 90» P, = a, P, = 270 - u, = 90" - (a, -H Ao) 

dappoiché in questo caso a, = a, e quindi 

o, = 180» + a, +A0 

passando l'asse dello ascisao per P,. Indicando i lati opposti ai precedenti an* 
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golì con 



iivrfmo le relazioni 

scn n = scn a sen «, cos t] seti £ = scn a cos v, cos i] cos § = cos o ( I ) 
sen9sen(«, + 4o} = cos6 8cn>i seno cos (a, +ia) = aeii5 (2) 

dalle quali si deducono le iiltre 

seni] = seno sen a, 
tag ^ = tag<scosa, 
cos (o, + Afl) cos )] = cos «, 



(3) 



(4) 



Da queste equazioni con successive derivaiioni e ponendo la variabile indi- 
pendente a = nei risuUamenti , si ottengono i seguenti valori delle derivate di 
diverso ordine di >] ^ ^a rispetto a a 



m=-«. 


{§).'""'• 


©).=» 


(S).- 


O).™.-"». 


(s?).'^"'"'"'"" 


a.=» 


(§).=» 









\ do' /. 



~ Ssen'a,cosa, 



che costituiscono un particolare controllo di quelli riportati nel § 2, e die sosti- 
tuiti negli sviluppi in serie, con la foruiola dì Haclaurin, di ))g e Aa danno 

1 = r = f "e"»i -^ Ben«,oos'a, + jijj (sena,cos'<t,-98en'a,cos'«,)+T, 
5 = ?=icos»,+ ||jSen'«,cos»,+ j^(-Bscn'«,cos'»,+l6cos»,son'a,)+T, 
Ao = - g-; sena, cosa, + ~j (sen«,cos'a(-5sen'a,cOB«,)-(-TB 
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OTTero con l'usata notazione 

u = 8cosa, v = 8sena, (S) 

formole che si dcditcono immediatamente dalle equazioni (4) (1) (H) del § 2, po- 
nendovi y, ■■= 0, come abbiamo già precedentemente accennato, 
raspando alla forma logaritmica (*) ai ottiene 

,0g, = ,0g£-H(^.i3^%,^) + T. 

log M" = log (- r" ^ j + ^ — j^ + T. 

Trovati con questi sviluppi i Talori di )] , | e a» dalla relazione 

<!; = (?,- 5 (8) 

si avrà la latitudine <]' del punto H. Rimangono ora ad essere ileterminato Io in> 
cognite principali del problema fuOt-ti^O ed a,, e se poniamo la dìFTerenza 



(che diccsi Convergenza dei meridiani tra i punti P, ed H, e che rimane la stessa 
per qualunque direzione uscente da P,) dopo aver trovato il valore di i si avr& 
ot, dalla equazione 

Bt( = Oi + ( = 180' + a, + 40 + (. (9) 



log(l±«} = ±M(»T^ + ^T^. 



tf positivo < 1 , M modulo dfli logaritmi di B r i g g. 
VOL. xtvii. 
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É qui utile aggiungere, che pib generalmente per converjjenza dei meridiani 
tra due punti P, e P, , s'intende la dilTcrenia degli asimut della geodetica P, Pj 
in P, e P, , e che, ponendo nj' = at-l80, è data dalla equazione 

ia = a,' - a, 

in consegucnia &a = du4-r. 

Conoscendo <}i ed ig piccola grandezza di 1" ord'ne se tale è a come i neces* 
sario supporre, possiamo proporci di trovare gli sviluppi in serio, onlinatc secondo 
te potenze sisccndcnti di )], di <pi 6 e l in un punto qualunque P del cerchio mas- 
Simo Uì\ Seguendo in lalc'riccrca il procedimento tenuto da Lcgendrc pel 
trasporlo della posizione gcograitca da un piirilo ad un altro di una geodetica 
sull'ellissoide di rotazione, consideriiimo un punto P su di III*, , e denotiamo cim 
y la lunghezza dell'arco IIP e con a l'azimut della direzione PP, in P. La latitu- 
dine 9 e longitudine di P saranno Tunzioni di ^=-, e proiettando un arco ele- 
mentare PP' del cerchio massimo HP, sul meridiana e sul parallelo (di raggio 
rcosf) all'equatore, avremo le due equazioni 

di) cosa = —(if dti sen a = cos ? di. 
Inoltre dal triangolo PNH si avrà (Teorema di Clairaut) 
co8<p sena = costante 
che dilTerenziata dà 

- sen f sen a d(p + cos 9 cos a da = 0. 

Da queste tre equazioni si ottengono 

dtp d6 da 

~i- = — cos ai — — = sen a sec tp -,— = - sen a tag 9. 

(lYi d^i ^ di) "^ 

ftelazioni dalle quali con successive derivazioni, e ponendo t] = 0, per conseguenza 
= 90" ¥ = <]i, nei risultamenti , si hanno i seguenti ralori delle derivate di 
diverso ordine 
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vnlori die sostilititi ni.'gli sviluppi in serie di f 'i a, clic si ottengono con la Tur- 
inola ili Maclaurin. danno pel punto P^ 

■l' - ?. = 'f lag* { 1 - n (1 H3tag'<|.) + 3^ (1 -hS I tag'^l. + 43tag*4.) + T. } 
e = li scc(l/|l - I* tag'ij« + 5l tagS'Cl + Stag'ij.) + T, j 

( = - )] tag4- jl - ^(1 + 3tag»<l')+ ^ (! + SOtag»^. + Htag'.}') + T,}. 

Sviluppi ap.ilicabilt par le no.-lre Istituiliiii , se i] è una piccola grandezza di 
1' ordine, essendo ^ compreso tra 35" e 47", e che paragonati con gli analog^ii 
clic valgono per l'ellissoiile di rotazione (formolo (13) (li) (15) § 1 Gap. Il) Tanno 
vedere , che i calcoli su di questa superllciè possono eseguirsi come su dì una 
sTcra di raggio r: i" |ier la dilTerenza di latitudine sino al 5* irdine inclusivo, 
prendendo per r il raggio medio di curvatura alla latitudine ^: 2' per la difTc- 
rcnia di lonjitudtnc prendendo per r la normale, arrestati all'asse di rotazione , 
alla lalitudiiic ^ : 3" per la convergenza dui meridiani sino al 40 ordino incluso , 
prendendo per r la lunghezza della stessa normale. 

Passando alla forma logaritmica, e volendo i primi membri espressi in secondi 
si Hvrù 

log«;' - <p,)" = log (-Vtagl) - j-Vd + 3lag»<|<) + 

+ ^^V(- 1 +90tag»<l<+ 135tag».p)4 T< 



log (" = log (- r" )j lag ^) - 1- V( I + 2 tag» ^) + 
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7. Ddermiiiozione delle incognile del problema del ^ precedente, senza l'tiso 
dfflJi sviliti'fi in ferie. 

DhI triangolo P,NH si liaano le relaziooi 

sene, = COSI) sen^i 
seno cos 7, = seni} 
cos?, cosO = cosjj cosi .' (1) 

costf, scD( =-8eii»isen<l' 1 

COSfjCOSt = cosi|» 

le quali insieme alle (I) e (2) del § [ircccdcntc, contengono la completa dctcrnii- 

nsKionc (Ielle incognite i essendo sempre in valore assoluto l < ^ . i>d eccezione 

dei casi teorici in cui Fj coincida con uno dei poli del cerchio massimo NOS. 
Dalle precedenti e citate relazioni o dalle due identitìk 

sen (^ - ift) = sen <}i cos cpi - cos ^ sen ? , 

sen Sa = sen {a, -i- An) cos », — cos (a, + Aa) sen a, 

si deduce il seguente sistema di equazioni 

sen I) = sen e acn a, tag5 = ta{jo coso, 4" - ?i " 5 ' 

ta|;0 = tag)] sec(}'= sen^ taga, secij' tag( = — seni] iag^ 

sen (^ - ?,) = seni] sen it tag a = - tag ( cosil» tag 5 

senAa= - tag>icoBa, tag- - - sen^sena, tag^ 
a, = a, + 180 + Ao + ( 

molto adatto per la ricorca delle incognite, il cui rigoroso calcolo, quando o = - 

ha piccolo valore, ò a^jevolnto dall'uso dei valori di S e T dati nelle tavole loga- 
ritmiche. Ma quando tali tavole non olirono più l'esattoEza suOìciente, per la rigo- 
rosa determinazione delle incognite, riesce vantaggioso l'uso degli sviluppi in serie. 
In quanto alle due penultimo equazioni (2) è da osservare, che esse danno i 
piccoli valori positivi negativi di ({1 -- ^^ e di M , che a pìccoli valori di a cor- 
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rispondono, e non valori prossimi a 180", come isolatamente considerato animet- 
terebbero. Infalti lo equazioni (S) S 6, che valgono per qualunque valore arbitra- 
rìamente grande di o, per mezio delle (I) $ 6, si trasformano in 

8en(a, -!- Aa) = sena, cosg 

cos (a, + io) = cOEia, sec >) 

le quali mostrano che, essendo a un piccolo valore e quindi anche tali S ed >! po- 
sitiTì negativi, saranno cos^ e sec>] sempre precisimi a -i- 1 , in conseguenza 
a, -f&a ed a, saranno nello stesso quadrante e poco diversi tra loro; analogo 
ragionamento si pujt fare per f, e ^. 
Dalla equazione 

tagO = tag>] sectlf 

sostituendo nel 3" membro a tagij il suo sviluppo in scric si ottiene 

tag6 = iisec(l<(l+ 1*1»+ ^>l' + T,) 

dalla quale, con la serie dell'arco tangente, si deduce la 2' equazione (10). Con 
procedimento analogo dalla S* e 6* equazione (2), si possono ottenere i coutrolli 
degli altri due sviluppi (10) % 6. 

8. Determinazione della distanza geodetica ira due punii P(P, e degli uzimul 
reciproci, dalle posizioni geografiche. 

Le coordinate sferiche ortogonali possono anche servire, come termini di mezzo, 
per la risoluzione del presente problema. Infatti dal triangolo FfNII si hanno le 
relazioni (1) § 7, dalle quali e dalla identità 

son(|-(p() = seni}icosi{it- costJiBenip, 

si deducono facilmente le altre 

sen }; = sen 6 cos f 1 (1) 

sen (^ - 9,) = sen?, tagij tag 5 = sec»! scn2(ft sen* ^ {2) 

tagt = - sen*) -~ = ~ Bcn^jl^gO (3) 

Trovati i valori di >] ^ e ( e quindi di 

5 = 9,-'!' (i) 
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dulie allrc equazioni 

sena Ben a, = sen)i seno cosa, = cosi; seng ' 

'=J 

scn4a=- scnt seno, lag ^ «t = o, + 180" + Aa4- 1 ! 

dcilollo dalie relazioni (I) e (2) § 6 tra jjIì elementi del trianj^ola PtP,-n, si ot- 
terranno le rimanenti incognite, il cui rigoroso calcolo, quando 6 e o hanno pìc- 
coli valori, è rjjevolato dall'uso dei valori tavolari S e T. Un coraiilelo controllo 
di calcolo si ottiene con una 2* risolusione nuinerica delle precedenti cquaiioni 
scambiando I punti. Nelle applicazioni l'uso delle precedenti Tormole riesce inco- 
modo se S e T non oirrono l'esattezza sufficieute, e perciò passiamo agli sviluppi 
in serie. 

9. Sviluppi in serie pel problema del S prececicnfc. Dalle precedenti equii- 
zìoni (I) (3) e (2). con la sostituzione nei secondi membri det^lì sviluppi in serie 
delle Tunzioni trigonometriche dei piccoli angoli Q ed >] . otteniamo 

senri = (ico8<ft[Ì-j + ^ + 'T,) CD 

tag( = -esenT,(l + J + "^ '* + '"'<) (^> 

scD(^-?.).*^seu2?,(l+'^+|v + T.)(l-^^^/^^ + T.) (3) 

iliille prime due delle quali, con l'uso delle serie dell'arco seno e dell'arco tangente, 
si deducono 



1) = cos j, (l - ^ sen" j, - j^ sen'f , (8 - 9 >en'?J + 1, j 
i" = - r"9 sen?f[l + j cos»9, + Tg cos*<p,(2 - 3 scn»?,) + T,) 
Eliminando r, dalla (^) per mezzo della (4) risulta 

sen(4. - ?,) = j sena?, j I + ^ (6 eos' j, - 1) + 

+ yCOs'9,(|cos'9,-sen'»,-!)+^^ + T.} 



(*) 

(5) 
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1(6* 6* G* ) 

.|i-if,=-r"6»Ben2(p,j l+75(5-6scnV) +-fi-cos*«.(l-2seD»9,) + ;7ft^ + T«{ (6) 



Passando <t)1a forma logaritmicn risultano, per determinare l (j* - ?o ^ 't '*^ 
cc(unzionÌ 



log((|» - (f,)' = log(^^ r ' !i' seii2f, j -i- — (3 - G scn» e,) + 



ìogr = log(-r' 6sen9,) +=- e*cos»9,t ^ 9*c08'?,(l-i3 sen*9i) + T, (9) 



nelle quali bisognerà sostituire a il rapporto — se è dato in secondi. 
Conosciuti i valori di i] <{' e t sarà noto anche 

5-9, -4- (*0) 

e quindi per mezzo delle seguenti formole, che si ottengono rispettivamente dalle 
equazioni (*•) e (3) del § 3 e dalla (12) del 5 2 ponendovi ir, =>j, =0 e cangiando 

- Cd ^ in § ed jj 

i, = ,.en,, = >-,(l+Ì5-A5V+3Ì5'+T.) 
M = « cosa, = rj (l - j ri' - jj SV - jv 1* + T,) 
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più comodamente con le altre 

logs sena, = log(ni) + — 5» - _- gtij* + _)j* + t. 



(11) 



logio" = log (- 9 5r,) + ^2 (5* + V) + T, 

potriinDO calcolarsi Xogv logu e log-ia", e quindi determioare a, s e M, ed a, 
per meno della ultima equazione (5) $ 8. 

Osserviamo che lo stesso problema si può risolvere mediante le equazioni Iri- 
gonometricliG di Gauss, applicale al triangolo PiNPf Risoluzione che llclmcrl 
sviluppa dopo quella riportata nei due numeri precedenti. 



{contìnua) 
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SOPRA m SISTEMA DI CURVE 

CHE DIVIDONO IN n PARTI EGUALI GLI ARGHI DI CIRCOLO 
CHE PASSANO PER DOE PUNTI FISSI 



CESARE BURALI FORTI. 



Sia G uno degli infiniti circoli cbo passano per due punti Assi NgN, e sono 
situati in un piano it passante per essi. DlTidiamo l'arco cho ha per estremi N^ 
N. in n parti eguali e sia N, il punto che segna l' r"'!^ divisione a partire da Nò- 
Variando C varia N, e descrive una curva che indìcUcremo con <f„. Facendo pren- 
dere ad r i valori i ,t , ...n-\ si ottengono n- I corre che tagliano in n parti 
eguali tutti gli archi di circolo che hanno No e N„ per estremi. 

Mi propongo di studiare alcune delle proprietà delle if„. 



1. Preodianoo come origino di un sistema di assi ortogonali a:,y il punto Ng, 
la retta NgN. per asse delle ir, o indichiamo con 2a il segmento N, N, e con 2a 

A 

l'angolo No C N.. Le equazioni delle due retto Ng N, , N, N, sono evidentemente 

y = a;tang a ; y = - (a:- 2a) tang-a 

dalle quali si deducono facilmente le coordinate ce e j/ di un punto di ?„ ''^ '^^"' 
zione di a, o di 
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sotto la forma seguente : 

tangrp 



(2) 



„ tanerS tane(n - r)3 „ sen iS , , . 

y = 2a , — ".^ . "^^ ~ = 2a ^ sen (n - r) S 

" tangr? + tangC?i-r)g scnn^l 



Si deduco subito che: 

1. Se n è primo le n - t f„ sono distinle Cuna doU'allra e diverse da una 
f„,. Se n non è primo godono della stessa proprietà quelle <f„ per le quali n 
ed r san primi fra loro. 

In ciò die segue supporremo sempre r primo con n. 

2. Esprioiondo seni}' e cosi]' per mezzo di c±'? sì elimina Tncilmenfe ^ tra le 
(■J) e si ba : 

(3) (33 + iyYix + \y - Sa)"-' - (a; - iyY{x - iy - 2a)"''' = 0. 

Il primo membro della (3) 6 una fiayy) che cambia segno col cambiar di segno 
di t , quindi il coefficiente di i in fixy) eguagliato a zero da sotto la forma se- 
guente l'equazione di 9„: 

(4) t„s2;^(-l,'(''7'-)(8a)'V^(-l)<("-J-')^-"-"-.y" = 0. 



3. Dalla (3) si ottiene anche : 

y<f»r = ^ ftrco tang — + (n — r) arco tang _^ - - ftit = 

essendo h intero, ma arbitrario. 

4. Se prendiamo come vertici di un triangolo fondamentale (ir, a;, x,) i punii 
ciclici e il punto Ng avremo 

(S, | = ^+(!, , ^^ = w-iy 

e la (3) diviene 

(6) (aj, - Xt) f„ s a;,'" {ce, - 2a a),)*-' - «/(x, - 8a a;,)""'" = 

della quale faremo ubo in generale. 
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II. 



5. Dulia (i) si TCilc subilo che 

II. Le 9,, sono dell'ordine n - I e tiinmelrtche napello alla rella Ng N^. 
Dalla (2) considerando 1 punti nei quali la retta i/ = cost. taglia le due curve 

?»r 9an-t 1 si deduce. 

III. Le due curve (f^ <!^»-r so^o simmclriche rispello alla rella u laogo geo- 
metrico dei punii equìdislanli da No e N,. 

Osservando che tungm^ può esprimersi razionai mente per tang^, Tediamo 
dalle (2) che 

IV. Le f„ sono di genere zero, 

6. La 9„ ha eTÌdentemcnte un punto {r — I)°pi' in N, (supporremo sempre, 
senza togliere nulla alla generalità, che sìa 2r>n), e un punto (n-r-l)"P'* in 

Pi,. L'equazione complessiva dello r tangenti in No è — ^ = e nel sistema 

Xf — Xt 

{xy) di coordinate 
0) fr(.xy) = y; (- D» (jj,"^ ,) a;'-"*' y»' = 0. 

Ora l'equazione 

/■«u)=£;^(-i)'f^'+')z'i-«=o 

ha tutte le radici reali poiché le ha reali per m=: I e di più non ha radici mul- 
tiple: Dunque per r disparì o pari (por r pari si ha un Tnttore ce) /'p(xy) si do- 
compone ìn r-l prodotti di fattori binomi reali e disegnali; quindi: 

V. La if„ ha nei punii N^ N, due punii, rispeilivamenle, (n-l)""^', (n-r-I)"?" 
reali e a tangenti separale. 

Delle n — 1 intersezioni di Ng N. con ^^ , n—2 sono assorbite nei punti N, N, : 
La intersezione semplice cho rimane la diremo principale. Osservando allora che 
la retta N, N, è un circolo, col centro all'inflalto, che passa per N^ e N, , potremo 
dire che 

VI. le n — I !p„ (agitano Io retta N, N, in n — 1 p»n(i principali cfic dtiii- 
dono ti segmento NgN, in a parti eguali. 
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dici (lue a due eguali e di segno contrario . e per r pari una radice aulU e le 
altre due a due eguali e di segno contrario : Dunque 

Mi. Per r dispari o pari (e r - l tangenti in No a 9,, e le n - r - i (on- 
gente in N, a 9,, sono due a dite simmetriche rispetto a NoN,. 

Supponiamo r primo, e sia e una delle radici r"™ di +1 (V* eccettuato). 
Se 2/ e 2 sono i punti ali'» di due delle tangenti a 7^ in N, . si dorrà avere 

— = e' ; — = e' , essendo ( e a numeri interi , poiché (a;.'' — ce/) : (x, — x,) = 

£ l'equazione complessiva delle tangenti in Nq. Ora il rapporto anarmonico dei 

quattro punti (10)(01) (y,yj){3,Si) di aj, = è ^- :^ = z^; quindi se è l'an- 

yolo cbc fanno lo duo tangenti considerate, prendendo per yalorc di e, c~'' , 
avremo 

O=|log£' = ±;.j. 

Osservando che questa formula vale ancora quando ad una delle tangenti con- 
siderate 8Ì sostituisce la retta NgN,, potremo dire che 

Vili. Per r primo le r-t tangenti a f„ in \ dividono l'angolo piatto NjPi, 
in r parli eguali. Se r non è primo il teorema vale per quei numeri r, r, ... a 
cui corrispondono le radici primitive dell'equazione z'- 1 =0. IteL punto Pf, si 
ftanno proprie(d analoghe. 

La costruzione delle tangenti a if„ nei punti Ng e N, dipende dunque dalla 
divisione del circolo in parti eguali. 

7. L'equazione della retta U^ , perpendicolare a N, N^ che passa per il punto 
ibb\){x-b y = 0) di N,N, è evidentemente 

(8) Ujsa;, +a:,-2ftir, = 0. 

Per b = a la retta U^ è il luogo geometrico dei punti equidistanti da N^ e N,. 
Supposto b =a si ha dalla (8) 

a:, = -(a;, -2ax,) ; a)j= - (x, -2(ia;t} 
e sostituendo nella (6) 

co, -X, 

dalla quale ricordando quanto si ò detto a proposito delle tangenti a ?„ in ^'o 
e N. si deduce : 
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IX. La reità U, , luogo geomcirico dei punti equidislanti da N^ e N. , faglia 
la if„ in 2r-D-[ punti semplici reali e in altri due punti (n -r)''P"(cO,2a,f) 
(2a,0.l)) immaginari e a tangenti riunfle. Queste tangenti sono rispellivamente 
le rette che uniscono N, con i punti ciclici. Tallo ciò per 3r > n. Per 3r < n f 
tiue punti sono t''p" e a ìi, si sosliluisce Nq. 

Supposto 2r— n primo sì Tede racilmente ctie è uaa potenza della radice 
Sr-n*»'"* di 1 il rapporto anarmonico formato dalle duo rette che da N, vaono 
ai punti ciclici con le rette che da No vanno a due delle 2r-n-l intersezioDì sem* 
plici di Ug con <{„ : Dunque : 

X. Se 2r — n è primo (e re((e che eongiungono N, o N. con le 2r — »— I 
iniersesiofti semplici dt Uà con ip„ dividono Vangalo piallo N, N, in 2r-ii parli 
eguali. Se 2r— n non 6 primo ti teorema vale per quei numeri a cut corn'spon- 
dono le radici primtitre dell'eguflaione z*"'* = ì. 

Dalla semplice ispezione delle derivate di 7^, rispetto a jr, (St cc^ si deduce 
subito che : 

XI. La <f„ non ha altri punii muUipti che quelli situati nei punti 

No = (0,0,1) , N, 3 {2a,2a, I) , {0,2a,l) , (8a,0, 1). 

Essendo la f^^ di genere zero i due punti (0,2a,l) , (2a,0,1) equivalgono in- 
sierae a 

1 (n-2)(n-3) - ^ (r-(){r-2) - i (n-r-ÌKu-r-2) = (r-lKn-r-l) 

punti doppi : Dunque 

XII. In ciascuno dei due punti (n - r}"?" immaginari di <f„ sono oesorbitt 
T (r - 1) (o - r - 1) punii doppi. 

8. Le coordinate del punti all'» di <p^ sono date dall'equazione 

'») ^^"=» 

aSj — iCi 

e quindi la 7,, ha n- 1 asintoti reali. Se j/ 6 uno dei punti all'» di if„,, l'equa- 
tione dell'asintoto corrispondente sarà 

ny,""'iE, - nj/,"-'ai, - 2a (n ~ r)(ì/,"-* - y,"~')aj, = 

e se (66 1 ) è il punto nel quale tale asintoto taglia la retta N^ N^ avremo 

(yi""' - St""') (nf» - 2rt (« - r) ) = 0. 
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Non potendo essere zero Vi"'* ~yt*~* sarà 6 = 2a e quindi l'asìntoto ta- 
glia N(,N, nel punto, principale, nel quale la ?,,_, taglia la NgN^ stessa. Osser- 
vaado che i valori di y, e Vi s' deducono dalla (9) potremo dir subito che : 

XIII. La ^^ ha a - ì asinloli reali che passano lutti pe.r il punto principale 
nei quale la if^n-r taglia N^ N, e dividono l'angolo piallo % N^ in n parli etjiKiU 
se n è primo ; se n non è primo il teorema vale per quei numeri n, , n, , , , - 
ai quali corrispondono le radici primitive dell' equazione i" = 1. Tulle le ^„ 
(r= i, 2, .. n- I) hanno i medesimi punti (semplici) all't» e i loro asintoti sono 
paralleli. 

La 9„ B dovendo avere in N» un punto (n - O^p'" si spezza in n - ! rette cbe 
hanno la (9) per equazione : Dunque 

XIV. Le due curve 9,, (p^^ , si 8pez2a?io in n - 1 rette parallele agli asinfìti 
di 9„r- 

9. Si vede Tacilinente che se esistono fuocbi reali per la ?„ questi sono sulla 
retta N,N„ e sono {[)er 2r > n) in numero di (« — 9) + (2r - n) = 2(r- l). Si 
vede anche facilmente che se una delle f^ ha i 2(r— 1) fuochi reali qualunque 
<f„ ha i!(r— I) fuochi reali ; ora per n = 3 , r = 2 la ;pj, è un' iperbole ; Dunque 

XV. La ip,, ìia 2(r - 1) 2(n - r - I) , secondochè è 2r ^ n , fuochi reali 
situali sulla retta N« N„. 

HI. 

10. Ad ogni punto (k , 1 , -^ — ) della retta V^ luogo geometrico dei punti 
equidistanti da N^ e N. > corrisponde univocamente il circolo 

k + ! 
(10) C = kXtXj + XiX, — s — jj,x, = 

che si vede facilmente passa anche per N», oltre che per No, ed ha (k, 1, -g— ) 

per centro. 

Il circolo C taglia la f^ in 2(ti— 1) punti, dei quali n-2 = (r-1) + (n— r-l) 
sono assorbite nei punti Qsst N, N„. Le rimanenti » intersezioni sono variabili 
con C D si trova facilmente che hanno per coordinate 



(") 



aj, = 5a e" h - (/i" - t") 
Xt = Za{h*- sP) 
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OTTCro 

I ir,s2aEPje'"P-e''e-*i>'-"'P} 

( a;, = e" 1 e'"P - e-'"P ! 

oTc si è posto ft=-ft, e=una delle radici n"'"" di 1 (per n primo) o p=0J,2,... 
...n-1. 

Per n non primo si ottungono le medesime formule e in tnl caso per e si 
pongoao le radici primitive dell'equazione 2* — 1 = 0. 

Le due rette che passano per uno dei punti comuni a ?„ e C e per i due 
punti reali (001) <1I0} si vede Tacilmeiite che sono reati: Dunque 

TtVI. / circoli cfte possano per N^ e N„ togHano la 9,, iti n punii variabili 
reali e in alfri n - 2 punii ^gi ri«ni(t in ^g e K„ 

Il rapporto anarmonico delle quattro rette che si ottengono unendo Ng con i 

punti ciclici, il punto N, e un punto y di ?„ ^ ■ H rapporto anarmonico delle 

Vx 
quattro rette che sì ottengono unendo N„ con i punti ciclici, il punto N^ e il punto 



yi-"ny« 



Indicando dunque con 6.^, 6^ gli angoli che fanno con Ng N„ le rette condotte da 
y ai punti N^ N„ , avremo 

(13) K.,=±\i«-m+pl\ i •'==f1'-p-p|Ì 

dunque : 

X.VII. la ^„ è il luogo delle intersezioni dei raggi com'apondenli di due 
fasci di rette P, F„ , che hanno i centri in Ng N, , e due raggi corrispondenli 
dei quali fanno con NgN^ angoli tali che , diminuito il primo di un mulltpfo 
(JBt('Q«riiM parie di due retti e aumentalo il secondo dello stesso multiplo, ab- 



Se V„.f 4', son due valori di S^., ^r corrispondenti a'I un valore ^' di ^, dalle 
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(13) si ha 

(8«-r - »'-.) : («r - K) = (n - r) : r ; 

dunque 

XTIII. la ragione dei due angoli che fanno fra loro due coppfe di raggi 
corrispondenti dei faed F^ F„ è eguale a (n primo). 

11. Per p = si hanno dalle (12) le coordinate del ramo di <f„ delinlto in 
principio e che diremo principale. 

La costruzione grafica dei fasci Fg F^ può farsi in pratica poiché sappiamo 
sempre costruire infinite coppie di angoli che abbiano una data ragione. Per p 
diverso da ebfo si costruiranno facilmente i fasci Ng K, quando si sia già trovato 
il ramo principale di !;„._, (teorema XVII). Del resto trovato un punto di un ramo 
non principale di <f„ il teorema X,Vnt permette di costruire gli altri punti del 
ramo come per p = 0. 

12. È tacile vedere che il ramo non principale della <?„ è ramo principale 
di una 9',, relativa ad un segmento No'N/, per il quale si ha 



«.'=(-¥, 0) ».■.(.¥, 0). 



Questa proprietà non è più vera per n > 3. Infatti perchè esista il segmento 
No'N/ si deve avere 

r-l=0 n — r-i=0, ovvero r-l=0 n-r-I=l. 



IT. 

i3. Trasformiamo la 7„ successivamente mediante le formole 

/ a;, : a:, : ae, = 2a{j/,4-yj) : 2ay, : j/,+s,+j/, ; y, :y, ; Si = 3»2, : z,z, : z,2, 
l a, : z, : i, = Ì,+l, : ->i : -Ì,+X, ; 1, : X, : 1, = V-tV-t : ;»,^, : [i.m 

f 5i:5i;5i =11+11 :->l»:ni+>Ij ; 1i:1i:1j = V. : V. : EtC 

i t, : C| : t| =W| : w, : w,+w, ; to, : to, : m, r=p,-p, : p, :2ap,-p, 
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delle quali, quelle lineari, si ottengono portando i vertici del triangolo rondameli- 
tuie nei punti multipli di ordine piij elevato. 

Qìunti alla 4* trasformazione si trova cbe alla ^„ corrisponde una 7'*>„ cbe 
ha per equazione 



ove si è posto 

(17) r, = 2r-n ; n, -r, =n-r; ovvero : n, = r j r, = 2r - n. 

Applicando alla iptt}^, le rimanenti trasformaiìoni (15) si ^unge ad una f'*',, 
che ha per equazione 

(18) (p,-Pt)?''V = p/Vp.-Sap»)"*"'* - p/* (p.-aap/'""* = 
o?e si è posto 

(19) r, = 2r,-n, ; »i|-r, = ni-r, ; ovvero: n, = r, ; r, = 2r,-n, 

e la f(*'„ ha un'equazione della medesima forma di «„,. (Si ò supposto 2r,>n,). 

Riunendo due a due le trasformazioni (15) si passa dalla f„ alla f(*>„ me- 
diante quattro trasformazioni quadratiche — la cui forma può determinarsi facil- 
mente - che trasformano se in z , z in |jl ; [i. in ^ ; ^ in p. 

Se ora prendiamo per punti fondamentali (100) (010) , nei piani z, ii, S, p i 
punti ciclici -il che può sempre farsi — si vede subito che la f'*>„ non ò che la 
9 : Dunque : Atmeìio per certi valori di r esiste una trasfortaazione birazio- 

nale che cambia la (f„ *»* m"" f relativa od un numero n' < n. 

ÌA. Vediamo ora entro quali limiti è vero il teorema precedente. Introdu- 
cendo i numeri n, , r, abbiamo posta in evidenza un' analogia di forma tra la equa- 
zione della f„ (nelle y) e l'equazione della ?'*'„■ ^^ invece si fosse posto 

(20) n, = r ; r, = n — r 

BÌ sarebbe posta in evidenza un'analogia di forma tra l'equazione di 9aii-r ^ quella 
di ?*„. Poiché la <t„ è eguale alla (?„„_, si può alle (17) sostituire le (20) non 
alterando la trasformazione birazionalc che di una trasformazione lineare. Facendo 
la medesima osservazione per le (19) si troverà facilmente che la trasformazione 
birazionale considerata, che permette di passare dallit e„ alla o da ncr n, o 
VOL. «m. 21 
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rj i ?alori seguenti 

(n, = 2r-n f fl, = 2r-n _, \ 

(I) ] (!') ] per 3r>2ft 

( r, = 3r - 2ii [ r» = n - r ( 

) e 2p > n. 

In, = n - r [ n, = n - r \ 

CTI') ] per 3r^2n 

r, = 2n - 3r / r, = 2r - n ' 

Possiamo ora dire in generale che 

XIX. È sempre possibile trovare una fros/'ormazione btrazt'onole (composfa 
di 4 trasformazioni quadratiche) tale che ad una <f„ corrisponda una f ^ con 
n, < n e 2r, > n,. 

Applicando un'analoga trasfonnniione alla 9^ si ottiene la 9 ^, e cosi di 
seguito. Ora potendosi fare in modo che i numeri n,n, ... vadano contiDuamente 
diminuendo, pur rimanendo 2r,;i>nu! potremo dir siibilo, osservando che ?ti è 
il luogo geometrico u^ dei punti equidistanti da NgN,,. che 

XX. Esiste sempre una trasforma zione birazionale tale che alla iperbole ;» 
alla retta ^„ , si possa far corrispondere una f^r qualunque. 

Lo f„ ipi, essendo di genere zero questo teorema torna a provarci che la 
(pa, è di genere zero. 

Uno studio partìcolareggiiito della trasformazione birazionale della quale ab- 
biamo dimostrata l'csisLenza, potrà Torse condurre ad una costruzione fraGca della 
<i„ dipendentemente dalla c„ f^. 



Per mezzo di formulo e di proprietà già note delle 9^^ si possono dimostrare 
facilmente le seguenti altre proprietà. 

I. Gli n punti variabili nei quali un circolo passante por N„ e N. taglia 9,,. 
sono vertici di un n-agono regolare. 

II. La 9ar ^' compone di n rami reali distinti, due dei quali - formanti il 
ramo principale- si riuniscono in un punto di NgN^. 

Essendo p e a i parametri di un punto P di 9,, consideriamo gli nr punti 



PWs(p + 8, ot + sj) 



dipendenti da un determinato valore di a. Per p costante gli r punti (reali) 1"'' 
sono allineati con N, e le r rette Ng P^') dividono il piano in 2r parti eguali. 

III. Qualunque retta reale uscente da N^ da N. taglia la ^„ in altri 
n-r-I or-l punti, tali che le loro congiungenti con N, e N, dividono il piano 
in 2(n- r) Zr partì eguali. Gli tir punti (diversi da No e N,) nei quali gli T 
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cìrcoli di parametri a + s - tagliano ?„ sono distribuiti su n rette uscenti da K^ 

che dividono il piano in 2a parti eguali. 

IV. Le tangenti a <f„ nei punti Ng e N„ si tagliano in (r— l)(n-r — 1) 
punti che appartengono a (?„. 

V. Dai punti N. e N, non si possono condurre it (p„r ^'^'''^ tangenti reali 
che quelle che la toccano in No e N„. 

TI. Se le due curve 9,, , <f„, hanno comune un punto reale P non situato 
in \ o N, sul circolo che ha N„N, per diametro, ne hanno comuni altri 2» 
(P compreso) situati in due circoli simmetrici rispetto a N(,N„. 

TU. Per n pari e r e s pure pari , e per n dispari e r e s ambedue pari 
ambedue dispari le due cur?c (p„ e ?„, hanno n punti comuni sul circolo che 
ha No N, per diametro. 

Vili- Se ka &„ k sono i massimi comuni divisori dei numeri che indicano, 
rispettivamente, le moltiplicità delle (p„, f^ nei punti N^ , N, (0, 2a, 1) (2o , , 1), 
le due curve hanno fuori di questi punti almeno altre n{k + ko + ka -3) punti 
comuni ; dei quali nik^ -)- ^» - 2) sono su circoli tangenti alle duo curve in Ng 
e N, e i rimanenti ii(^— 1) passano per i punti comuni a 7,, ^ ?ai situati sulla 
perpendicolaro a No^n comtotta dal suo punto di metzo. 

IX. Se le due curve 9i,r < ?nr hanno fuori di N^ e N, un punto P comune 
ne hanno a comune anche altri r — 3 allineati con N,. 

Dalla proprietà IH si deduce : 
Tulle le coppie di punii di un'iperbole, i cui asinloli fanno un angolo di 
130", che sono alUnenli con uno dei fuochi, sono viali sotto angolo rello dal 
vertice dell'iperbole piit dislanle dal fuoco consideralo. 

Torino, Novembre 1888. 
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RISPOSTA ALLA QUISTIONE 67» 



Qaatlro coefficienti ap;)Ifcaft nei vertici di un tetraedro variano per modo 
che, «lenire hanno uno sommo coslanle, il wodime del tetraedro dei baricentri 
di essi presi 3 o 3 ho un valore determinato. Dimostrare c/te il baricentro dei 
4 coefficienti descrive una superficie del 4" ordine coti 4 punii doppi nei vertici 
del tetraedro e con 16 rette per le quali passa , insieme o questo, ancora un 
altro tetraedro, 

DiHOBTBAzioHs. Sìano A, , A, , Aj , A^ i verlici del tetraedro dato ; 

3^1 , Vi , Z| ; X, , Vt t ^1 ; Oii , Vs ) 2l ; ^tfUty z* 

le rispettive coordinate in un sistema qualsivoglia di assi ortogonali; in, ,tnj,ffl,,Tn, 
i coerflcienti applicati in essi e si chiamino s la somma di questi coefllcicnti ed 
x,y,z le coordinate del loro baricentro P. Avrenio 

ni,+ m, + mj+ «1»= 8 \ 
oc, m, + aC( tn» + DCj m, + ìb^ m, = a» [ 
!/t ""i + y» "H + Vt mt + y^m^ = ys 
z, m, + z, m» f Za m, + z» m« = zs 

Chiamando poi £|t>l4iC, le coordinate del baricentro di A,, Aj, A^ ; £|,)]tiCt 
quelle del baricentro di A,,A4,A, ; ecc. e supponendo che sia k il sestuplo del 
volume del tetraedro che ha per vertici questi baricentri, si ha 

_ mjXt+m^g+m^Xt _ mtyi+>»iy»+"*tyt , _ m,^Zt+m,z,+m^t 
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ossia, tenendo conto delle (1) 



, Ki!-m,il!, 




, M-m.r, 


'■ I-m, 


''- ,-m, 


simitmeDte 








-'^^ 


«2-»l,Z, 
• «-1», 


sx-m,a:. 


-'^^^■ 


, 12 - m,2. 


*"■ -m. 


'■ .-». 


__BX~ m^x^ 


,. = '!'-'»'!" 


£. = «-»'!• 



BW - m,Wf sx-tn^t sx - m^, sa; - m^x^ 



• -1», 


8-m, 


8 -in. 


8-m, 


•J/-"!». 


tU-m,y, 


8» - m.». 


8» - m.v. 


.-m, 


8 -ni, 


8 — in. 


8-m, 


« - m, 3, 


8Z -tn,z, 
8-»n, 

1 


»z -ni,2, 
s-m, 

1 


82 - ni,2, 


8 - W, 


8 -ni, 
1 



=±k. 



m 



Si SODO premessi al k ì segni + e — , poiché in tutti e due i casi i fc il 
sestuplo del TOlume del tetraedro (rappresentato dal valore assoluto dol deter- 
minante). 

Ora dobbiamo eliminare le m fra le equazioni (i) o (2). 

Per semplicità indicberemo con V il determinante 



e con V, , V, , V, , V( i determinanti otteouti da esso , sostituendo x,y ,z ai tre 
primi termini rispetti yameole della T, 2', 3* e 4* colonna. 
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La (2) si può scrìvere 

sa!-m,at!| sa!-m,a!j eas-m^j sac-m,cCi 

8j/-m,y, sy-mtVt «y-Wit/j ^-«hV* 

BZ-nitZ, S2-m,7, sz-THjZ, sz-m^s, 

8— m, 8— m, 8— mj «— m^ 

scomponendo il determinante 

— 6m,mjmi V, - sm,»!»»», V^ — 8mtm,m, V, - 8m,tnim, V, = 
= ± k(8-in,){8-m,Xs-mj)(8-m4). 
Dalle (1) poi si ricava 



sV, 



m, = - 



sV, 



f"j =- 



sV, 



_sV, 



e sostituendo nella equazione precedente e facendo le riJuzioni 

3 ^V, V, V, V» ± k {V - V,) (V - V,) (V - Vj) (V - V») = 



(3) 



ehe è l'equazione del luogo del baricentro P. Tale luogo si compone <ii 2 super- 
ficie del i" ordine che hanno le seguenti proprietà : 

a) Passano pei vertici del tetraedro dato; poiché se nella (3) a<l a:,y,z 
sostituiamo p. e. le coordinate ce, ,yt, z, del vertice A, , si annullano Vj , V, , V4 
e V - V, e però la equazione è verificata. 

b) Non hanno pùnti doppi in questi vertici ; poiché , come sì vede radi- 
mente, non si annullano in essi le 3 derivate prime della (0). 

e) Contengono le 16 rette intersezioni dei piani 

V, = , V, = , V, = , V4 = 
cioè dei piani delle facce 

Al A) A^ , Aj A( A| , A) A| A^ , A| Aj Aj 
coi piani 

V-V,=0 , V-V, = , V-V,= .. V-V, = (4) 

paralleli rispettivamente a quelli delle facce e condotti pei vortici opposti. Per 
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queste rette passano quindi i piani delle Tacce dei tetraedro dato ed i piaDì (4) 
che formano ud altro tetraedro : 4 di esse rette sono all'infÌRito, cioè le interse- 
lioni di V, = con V-V, = , di y, = con V-V, = , di V^ = con T - T, = 
e di V* = con T-V* = 0. 
d) Nei vertici 

A, , A» , Aj , A« 

sono tangenti ai piani 

V-V, = , V-V, = ,Y-T, = , V-V, = 

rispettivamente; poichù ad esempio col piano V — V( = esse lianno in comune 
lo tre rette concorrenti in A, seconda cui il piano stesso è segato da V^-0, da 
V, = e da Vt = 0. 

OssERVAZióiiB. La condizione che i 4 coefRcienti abbiano una somma costante 
& superllua, come risulta dull'osservare die il valore s di tale somma non entra 
nella Tormola tinaie (3) e cbe nei calcoli fatti per giungere a quest'ultima non b 
mai richiesta la condiziono cbe s sia costante. Ciò viene poi confermato dal fatto 
che, con un calcolo un po' più lungo, si può giungere alla formola (3) senza in- 
trodurre affatto la s. 

Da quanto si è visto risulta che l'enunciato della questione va modificato cosi : 
Quattro coefficicnli applicali nei vcrlici di un tetraedro variano per moda 
che si conserva costante il volume del tetraedro dei baricentri di essi presi 3 
a 3. Dimostrare che il lungo del baricentro dei i coefflcienli sì compone di 2 
superj^c del 4° ordine le quali passano pet verlici del tetraedro dato, sono ivi 
tangenti ai piani condotti pei verlici stessi paraìlelamente alle facce opposte e 
si fagliano secondo 16 relfe per le quali passa, oltre il dato, anche un altro 
tetraedro. 

Luigi Boli. 

ing«gaiiDtti niRUmMiea d«1 Liceo di ChiiiT»i, 
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SULLA TRASFORMAZIONE PER RAGGI VETTORI RECIPROCI 



GEMINIANO PIR0NDIN1. 



Data una linea L indicheremo con (se ,y ,z) le coordinate dì un suo punto 
qualunque rispetto a tre assi ortogonali, con (a , p , t) ; (X , p. , v) ; (( , m , n) gli 
angoli formati cogli assi dalla tangente, dalla normale principale e dalla binor- 
male, con s,p,r l'arco, il raggio di curvatura e quello di torsione della linea. 
Per altre linee li indicheremo i rispettivi elementi colle stesse precedenti lettere, 
distinte dall'indice i. 

SI. 

fnTsnsioNii DI DNA LI8B1 DELLO SPAZIO. Siano L , L, due lince inverse rispetto 
all'origine degli assi e indichiamo con B , B, i loro raggi rettori ; arrcmo ; 

_k'x _ 4'v _ l'r 

essendo k il raggio della sfera d'ioTersione. Da queste formole abbiamo: 

i^ ^ ^ i^ _ ^ ^\ 

de, lis ~R'\(b R al' "^''' 

le quali, quadrate e sommate, danno : 



(1) 



da li'' 
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Questa relazione riduce le precedenti alla forma : 



= cosa- ice rr , 



le quali danno in ogni punto la direzione della tangente della linea L, inversa di L. 
Derivando le (2) rapporto a s, otteniamo : 



p, ds p K VR / 



{., ds p 
le quali, quadrate e sommate, danno : 

Ora dall'essere Sa;* = R', risulta derivando: Saicosa = RU'; e derivando di nuovo: 



d'onde: 
(3) Sa;cosX = f [(HR')'-M. 

zioni , si ottiene per 1; 

p,' ~ V ''" R / k» ■ 

co,.-2(S).mì, 



Questa equazione (4), unitamente alla (I), riduce le espressioni dei coseni direl> 
liti della normale principale di L, allo seguenti : 



Le equazioni (2), (5), avendo riguardo alle note relnzioni fra i coseni direltifì 
dì 3 assi ortogonali rispetto a 3 altri assi ortogonali, danno per 1 coseni direttivi 
della binormale di L, : 

1 Icost 2(RR"+R''), -^ 2U' J 

(6) cosi, = i-j — 4iir4"+ ■^— gi — ^(yco8if-2cosp)--g-(ycosv-3co8ii)[,ecc. 

TOL. ZXTII. SS 
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Passiamo alla determinazione del raggio della sfera osculittrlce ti, di L, per 
mezzo del raggio delia sfera osculatrice H di L. Considerando una determioata 
sfera S osculatrice di L in A, la sua inversa è manifestamente la sfera S, oscu- 
latrice di L, nel punto corrispondente A,; se per il polo e per il centro di S 
conduciamo un pinno , questo determina in S, una sezione meridiana che ò l' in- 
versa della sezione meridiana determinuta in S. 

Chiamando nt la distanza fra il polo e il centro di S, ahbiamo per il cerchio 
meridiano : 



B= Yoi*+ f 



+ 2mp-sen - 



essendo p il raggio del cerchio, o quindi, applicando la (4), si deduce : 

■■ ^* m* - p* 

la quale dà il raggio del cerchio meridiano di S,. I raggi R, , Il delie sfere oscu- 
latrici delle curve ì.t,L sono dunque legati dulia relazione: 

H =~^- 
' m* - 11* ■ 

Per trovare la distanza m del centro della sfera S dal polo , si osservi che 
le coordinate Ì,yi,K del centro della sfera osculatrice ud L nel punto (a;,y,z) sono: 

£ = aj + p cosX — r — cos I , ecc. 
' ds 

d'onde : 

m» = £ £* = R* -1- H» + 2p L a; cosX - 2r ? 1 a; cos i. 
Ora derivando (3) si ha : 



2xcoi( = -r(p'UBB7- ll + P(BI>T + ^j. 
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Arrcmo dunque colla sostituzione : 



(8} H, = 



R» + 2?M(RRr - 1 ] + S'-V t P l(RR')' - 1 ] !' + 2r' p' ~ 



Ih quale esprime H, per clementi noti di L. 

Se fliialinente sì Torri il raggio di torsione r, di L, , bast:i osservare die 
essendo : 



H, = V/...V&)-. 



(O) 



U ((uale, col mezzo delle (1). (4), (8). esprimo r, per mezzo di clementi noti di L. 
Le Tormole trovate , esprimenti gli elementi geometrici di l, per meno di 
quelli di L , sono della miisslmn importanza e con esse si possono risolvere la 
maggior parte dei problemi relativi all'inversione delle linee. 

« 2. 

È noto che una linea piana, ovvero una linea dello spazio, è determinata di 
Torma quando si conosca il raggio di curvatura, ovvero il raggio di curvatura e 
(picllo di torsione, in funzione dell'arco; ma una linea può risultare determinata 
(li Torma quando si conoscano, in funiione dell'arco, altri clementi, come ora 
vedremo. 

Detebminazioite 1)1 tsA CURV.V PUKA. SÌ» L una curva piana qualunque e l, la 

sua trasformata per raggi vettori reciproci rispetto a un polo qualunque situato 

nel suo piano ; essendo 0.\ un raggio vettore qualunque di L , si determini il 

centro A, del cerchio die passa per e che è tangente in A alla curva. Siccome 

dK 

-r--=cosi, essendo i l'angolo sotto il quale il raggio vettore sega L, sì avrà: 

R = OA = 2 AA, sen i = 2r- sent , 

essendo r il raggio del cerchio in questione ; dì qui si ricava : 



"2 seni sVr^^R^ 
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Rinnovantio la fatta costruzione per altri punti di h, si trovi l'arco elementare 
dif del luogo di A, ; siccome le coordinate di A, sono : 



^'•-{(r'y^itrw- 



Volendo trovare l'angolo infinitesimo di due dì quei cerclii , chiamati A, ,6, 
) loro centri, si ha il triangolo OA,B, ; fatto centro in e col raggio OA, descritto 
l'arco A,P compreso fra i raggi vettori OA, , OB, , si ha : 

A, B, = d8, , PB, = (fr , 



A,P= V(te,*-dr» = (-- \)ds. 
L'angolo A,OB, = de sarà quindi dato dall'equazione: 
A, Vp r/ 



"OA,"^ 



Se facciamo l'inrersione di L rapporto ad 0, siccome i corchi descritti diven- 
gono le tangenti alla L, , l'angolo d: ora determinato è eguale all'angolo di con- 
tingenza di L, ; ricordando allora l'espressione di r e la furmola (I), si trova: 



(IO) 



1 _(i 2V1- R*'\R* 
p, ""Vp R / k* • 



Questa forinola vale solamente per le linee piane che si trasformano in linee 
di egual natura ; per esse vale ancora la formola (4). Se allora si fa il quadrato 
di (10) e si confronta il risultato colla (4), si ottiene la relazione: 



(II) 



1-B 



la quale esprìme il raggio dì curvatura delle linee piane in funziono del raggio 
vettore. 

Dunque « una curva piana è complelatnerile noia di forma quando si co- 
nosca il raggio vellore in funzione dell'arco ». 
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Si osservi elle la relazione (11) mie per lo sole linee piane; infiitti suppo- 
nendo che [. sia ima curva per la quale è verilleata la (1 1), si sviluppi in un piano 
il cono che proietta L dal polo ; per la curva L, , a cui si riduce L, deve essere 
verificata la (11), e siccoino in questo sviluppo il secondo membro di (11) resta 
invariabile, dovrebbe essere il raggio di curvatura di L,, eguale al raggio di cur- 
Viitura di L ; ma il raggio di curvatlira dì Lg è eguale a) raggio di curvatura geo- 
detica di L, dunque sul cono che proietta L dal polo questa linea dovrebbe avere 
la curvatura geodetica eguale alla curvatura assoluta. La L sarebbe quindi uo'as- 
sintotica del cono, cioò una sua generatrice rettilinea. 

Applicazioni. So nella (11) supponiamo R = as con a costante, si lia : 



la quale mostra che « fa spirale logartlmica è la sola linea piana in cui il 
raggio vellore sia proporzionale all' arco ; l' origine dei raggi vellori è nel polo 
della curva t. 



Se B = >Jas , abbiamo dalla (I I) : 



p= yj'i'-i) 



e quindi n la sviluppante di cerchio è la sola linea piana in cui il raggio vel- 
iere sia proporzionale alla radice quadrala dell'arco ; Vorigine del raggi vettori 
è nei centro del cerchio evoluta ». 

Proponiamoci di trovare le linee piane in cui il raggio vettore e proponionale 
al raggio dì curvatura. 



la quale , col porre R' = j> e col pren<lerc p per funzione e R per indipendente 
(con che R" = Pj^)> diviene: 




logB-log6= 

i\/l-j)'-(l-p') 
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con b costante. Si ponga -Jl -p* = x, e allora; 

_f ì!}^ =fJ^ = _loa(a-a). 

RisuIU quindi : . 

logR- Iog6 = - logCo- VI - It*) . 
da cui : 

aR - fc = H ^/^^^T» ; 
questa ci dà : 



•JW - («R - 6)* 
ed inte(;rando : 



8 + cosi. 



- f RdR _ ,• RJ R 

/ \/R'-((FU-it)» / Vci-fi*)R* + tabn-6*' 



Distinguendo i diversi casi che presenta quest'integrale, ai potrà enunciare il se 
guente teorema : 

« le curte pt'aiie in cui fra il raggiv vellore R e il raggio di curvatura p 



raggio tcUore susiistc una d'-Ue tre reAnzioni : 

( I -a»js+c = V(l~a»)U»+2a6R-6* - - "-- loyj ^'~"*'"^° -^ + V(l-a^R'+2fl6R-(.*! 

(quando i — o' > 0) 

(quEindtt I - a* < Oj 



3a*68 + e = (b + oR) \/2o6R - b* . (quando 1 - n* = 0) 

Si osservi che all'equazione 

a sfU^* = 1 - R» - RR" 
soddisfano le spirali logaritmiche. 
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SS- 

Caro dell'elica cilindrica Una generalizzazione notevole dcHa formola (!1) 
si ha in una particolare relazione fra il niggìo di curvatura . il raggio vettore a 
l'arto di un' elica cilindrica. 

Le coordinate dei punti di una linea L dello spazio si possono esprìmere in 
funzione dell'arco per mezzo delle Tormolc : 

j; = H-cos(|Vl-(H'H9'»)- J) , « =H.sen([v'l-(H*+9'*)-^') , z = 9, 

.nzione arbitraria dell'arco s e H il raggio vettore de 
uno coordinato z - 0. Dalle precedenti si deduce, deriv 
s : 

H t+Bij-Hir / H' sento \ c'è" 



essendo ? unii funzione arbitraria dell'arco s e H il raggio vettore della preic> 
zioue di L sul piano coordinato z - 0. Dalle precedenti si deduce, derivando due 
Tolte rapporto a s : 

„ _ l-(HHy'J-HII" , 



MH^HY^hlE 



-7-^ ( sen co - — — - ■ ■ ^ ) - - , e 



avendo per semplicità posto 
Da queste formole si deduce : 

- 2 HH' t' ?" 1 1 -- (H'» + 9'*) - HH" ! + H» ( 1 - H'^?"»] . 

Ora supponiamo che la linea L sin un'elica descritta sopra un cilindro colie 
generatrici parallele all'asse delle z ; se i é l'angolo costante cbe le tiingenti al- 
l' elica fsQno colt'aese delle z, ni ha: 

z = 9 = 8. cosi 
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e perciò : 

__ ^^8en* i - H'* 

**" 'senilsen*i-H'»-HH"r 

Ha RC chiamiamo R i) raggio veltore uscente dall'origine degli iissi, 8i lia : 



H = VK» - 
e perciò la formola precedente diviene : 



V(R'-s* cos'i) aen*i-(RR'-seos*0* 
^ ~ seni(l-R'*-RR"j 

Questa è la relazione di cui abbiamo parlato e che ha luogo per le eliche cilin- 
driche ; per t=^ questa si trasforma nella (11), come deve essere. 

Se nella precedente si fa R costante, risulta n U raggio di curv(Unra delle 
eliche sferiche si esprime per l'arco mediante la relazione : 



f = \/R' - B*cotg*i , 

essendo R il raggio della efera e ì l'inclinazione dctCelica sulle generatrici del 
cilindro che la conitene n. 

$*■ 

Detebhiraziong di una cnRTA DELLO SPAZIO. Qualorft che di una linea L dello 
spnzio sia noto il solo raggio vettore R in funzione dell'arco, la curva non ò com- 
pletamente determinata ; essa sì può ottenere prendendo la linea piana definita 
dalla (11) in cui R è quella certa funzione nota di s o avvolgendo il suo piano 
sopra un cono col vertice nell'origine dei raggi vettori. Come è facile verificare, 
le coordinate dei pimti della linea sono date nel seguente modo: 

fVl-K'»-RV' „ /•\/l-R'»-RV^ 

ir = RsenTCOs/-jj^^-j^^— ds , i/ = Rsenysen/ ^^^^^ ds , 

(12) 



Supponiamo clic di una curva l dello spnzio si conosca in funzione dell'arco 
tanto il raggio vettore R, quanto il raggio di curvatura f, e che sia ad es. 

B = 9(B) , p=A8)} (13) 
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selliamo se è possibile determinare la curva. Per un punto dello spazio si condu- 
cano dei raggi paralleli alle tangenti di una linea I., e su dì essi si prendano, a 
parlire da quel punto, dei segmenti R; le coordinate dei punti estremi sono: 

a; = Rcos«, , y=Rcosp, , z = Rc0Bf, 

le quali danno : 

dee n, ,.ds. cosX, 

-2- = B'co3a. H- 11— !- . — , ecc. 

OS p, ds 

L'angolo di contingenza — ^ di L, è eguale all'arco elementare da della curva 

sferica \ che si ottiene segando il cono, luogo dei raggi condotti, con una sfera 
(li riiggio 1 avente il centra nel vertice. Si avrà dunque : 

_— = R' cosa, + R ——cosi, , ecc. 



dalle quali si ricava : 

(II) 

sari\ quindi ' 

e riderivando : 
d*j;_ 



da _ -IT^K^ . 
ds~ R 



r. — Esde, eos/, 
- VI -R'»— ^ —7—, ecc. 
r, OS 



jt- della curva sferica A, e quindi, facendo anclie uso di (li), ai ha : 

d»(r 1 - R'« - RRV R' \ j _ R-» 

^ R (cosa. --;=^co8X.)_-^ COSI., ecc. 
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Quadrando e sommando, si ottiene : 



da cui si deduce : 
(15) 



_1_ _ _1_ 1 (I -H"-RH '7 (I - «'■)■ ( 
f' ~ R' t 1 - R" "' ^ R " I ' 



_l^ 1_ to _ (1 - R * - RR")'" 

h,-)-r-Vp' I-li- 



Si noti clie questa relaziona, ufi caso di — = 0, porta alla (11); ossa, col 

mezzo delle (13), ci fa conoscere lu curviitura geodetica della tracciii del cono 
sopra una sfera di raggio unitario col centro nel vertice, in funzione dell'arco s 
di L e quindi (per la (14)^ anche in funzione deltarco o di A. 

Lii curva A è quindi couijiletumente dula di runna , avendosi per nna viirva 
sferica di ruggio ■= I e di cui Rj è il raggio di curviitura gcoditica ; 



\/l+V '^ 

ds 

le quali ci fanno conoscere in runzionc di e il raggio di curvatura e quello di 
torsione di A e determinano quindi completamente di forma A. 

La determinazione di una curva sferica si può ojierare direttamente, quando 
si conosca il suo raggio di curvatura geodetica per l'arco, senza passare per il 
raggio di curvatura e quello di torsione ; infatti le coordinate dei punti di un» 
curva sferica di raggio A, espresse per l'arco, sono : 



2 = fc COS ? 



e le coordinate dei punti della sfera , ottenuta facendo ruotare questa linea at- 
torno l'asso delle z, sono : 

5 = a: cos « — y scn v , ij - a: sen u + y cos « , I = z , 

essendo v un parametro indipendente da a. Da queste si ricava : 



»=2 ©'=''■='»'? 
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c per Ir curvatura geodeticn delle linee v = cost. (linea ruotante) 

1 _ 1 I a v/ic" a / F M 1 



'^/KG^irt ! i'p 35\^e/) ftaentp-ip' 



(sen^ ^/l - A'seii*?) 



lii (ii-alc, poictiè si conosce Rj per Tarca 5, serve a determinare ? e quindi com- 
pletamente la curva. 

PussÌHQio dunque enunciare il teorema n una curva dello spasto è compie 
lamentc noli di lurmii quando si conosca il suo raggio di curvatura e il suo 
roggio rptlore, in funzione dell'arco x. 

Si noti che la runzione tp(s) dell'arco, esprimente il raggio vettore, non è 
Unsolutumentc arbltr^rij, poiché per essa, per ogni valore di s, deve essere sod- 
disfalla la coalizione 



ds 
Cosi p. e. se si prende : 



«'i !'■«■- »■""■} 



\ds / 4o*fcM ) 

e quindi « non esiste alcuna cui-va né piana nb a doppia cuioatttra in cui ti 
raggio vettore si esprima in funziona deti'ttrco per mezzo della relazione pre- 
cedente ». 

Applicazioni. Per ilare un esempio come possa essere utilmente applicato il 
teorema precedente , propouìanioci di trovare le linee dello spazio per le quali 
sono verìllcate le due relazioni seguenti : 



"(?■+") 



K V — mis + n)* 



\{m$ + n)* sen» ( - + 6 j + i [ 1 - (ms + nj» | 
ilove a, b, m, n sono cost.intÌ. Essendo in questo caso: 

1 - It'» = scn' (^ + fc) , I - U'* - RR" = 2 scn» Q -i- ò) , 

la (15) diviene : 

I _ 1118 + n 
**" Vi - (ms + n)* 
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Siccome poi : 



e perciò : 
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, d'onde: 



Questa è l'espressione del rnggio di curvatura geodelica della traccia del cono 
sopra una sfera di raggio = I col centro nel vertice ; per il raggio di curvatura 
Po e per quello di torsione r^ di tale curva sferica avendosi : 



«.' U_, „^. - _1 + B^ 



V I + Kg* "? «"' 



— = - am = costante 

la quale fa vedere che la curva sferica A è in questo caso un'elica. 

La relaziono R = a-sen(- + b) ci dà la natura della linea in cui si trasforma 

L quando il cono cbe la proietta dal polo si sviluppa sopra un piano. Applicando 
infatti la (11), sì ottiene: 



la quale mostra die la curva piana è un cerchio; in questo cerchio, come t 
vede dalla relazione che dà R, l'origine dei raggi vettori è sulla curva. 
Si può quindi enunciare il teorema « p^ ottenere le curve nelle quali 



R:^ ascnf^ + bj , p = 



a \l\ -(m3 + n)' 



SJims + u)» sen'f- + bj + 4 1 1 - (ms + n)* 1 
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per sezione sferica normale un'elica sferica tcganie le generatrici del cilindro, 
su cui è ftescrilta, sotto l'angolo costarne di cui la cotangente è — am, in modo 
che il dello cerchio pObai per il vertice a. 

Come •secondo esempio, delerminiamo lo linee definite dalle due relazioni : 



R = g>COBÌ 



s-cott 



•Ji + sen* i sen* 6 cot* } m + cos 4 tang t • logs { 
essendo i , , m costanti. In questo caso : 

1-R'» = sen»i , R" = 
e quindi la (1S) dà : 

^ =Benecot(m + costì tangt-Iogs) ; 

Kg 



e perciò : 



a = tangf-log8 



-. lang(ni + cosO'a), 



la quale mostra che la curva sferica A è in questo caso una lossodromia segante 
i meridiani sotto l'angolo costante t. Siccome poi la relazione R = 8 -cosi de&nisce, 
fui cono proiettante la cuna dal polo, un'elica segante le generatrici sotto l'an- 
golo costante i, si ha la seguente costruzione : 
a Le curve definile dalle relazioni 



•Ji + sen' i sen* cot' (m + cos 6 tang i • log s) 

sono eliche coniche seganti le generatrici sodo CangoU) costonfe i e il cono che 
te contiene ha per sezione sferica normale una lossodromia segante i meHdiant 
ioito l'angolo coslonie ». 
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Per (lire ua'applicazione delle cqu:iziotii (12), deterrniniaino quelle lince die 
si pofrsonu e cinsi [Ieri! re come elicile co ritemporaiien mente di due coni. 

Prendiamo l'origino degli assi nel vertice di uno dei coni e l'iisse ilellc z 
coincidente colla rcttn clic da r,\ <il vertice P dell' altro cono; sviruppando il 
cono di vertice sopra un pìauo, la linea L si IruBrorma in una spirale logarìt- 
mica e perciò : 



con a costnntc. Si deve avere la stessa proprietà qiian<Io si ^viliip]>a il cono di 
vertice P sopra un piano ; se dunque A è un punto qualunque della linea . tlcve 
essere PA = fcs, con b costante. Ma se cliiamiamo m la disianza OP, risulta: 

AP = x' + y' + (s - 1»)' = ni' - - "'3 -r (se' + if -Y z') = m- - 2iii II co« 9 + B' 

e quindi : 

m-- + (u' - fc») 3* \/i ft' Hi»s» - j m"'~ "((7* -"fc')7*?' 



COSip = 



2 'II» 8 



'^? _ m*-((l*-^')l^* _ 

•^8 8 a/ì((»iw»s»- im»+ (fi* - b*)s*\* ' 

Dunque a le coùrdinalc dei punii dalla linee che si possono coiiaidenire come 
eitc/te coniemporaneamcnlt sopra due coni si possono rappreseniare, in funzione 
dell'arco, dalle equazioni : 



V4a=raV-lm»-Ka*-b»)sM r j* ^/4a*m*(l-b^s»-lUIH(a^-b*Js•i* ,1 
2in •■ J ia*iii'.s*-jin*f(a*-b*)s'l* ■* 

\/4a*m^B*-|m'+(a»^l)')s»i' r f \'4a*m*(1-b*)s'-lmn(a»-b»)3^|* ^ l 
* = ~^ ^2m- - ■^'="l2"'J - 4aWs^^mV(a'-^b^,~''i 

- 'P* + (»*-b')s* 
2m ■ 

Determiniamo le linee sfcricbc che si possono considerare come delle elicile 
coniclie. Su la'srera contenente la lìnea ha il centro in 0, si ha E-coslantc ; 
Se il vertice P del cono, di cui la linea e elica, ò sull'asic delle ;: alla distane 
m da 0, si lia per un punto qualunque A di L. 

PA = as , AP' = ic* I- y' + (j: - m)* . 
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Dcduccndosi da questa : 



2mR~ 



si ila K (<• coordinale dei jiìinli dt-lle lince sfeì'iclie , che sono nel tempo sfesso 
etidie di coni, si esprimono in funzione dell'arco nel seguanle vìodo : 



^!5!l:._[.,.„j'^ 






_ Vi"i'lt'-(niHR- 



2i 
([ii» + R*-a*s*), 



a»s'j' r )■ V4in=R»-(m*+-R'-a»s*)'-4a*B»s» , l 



$5. 



Altra deteruinaziokb di unì linka dello spazio. In molli problemi avviene dì 
dovere delerminurc una curva dciiniUi da due relazioni, una fra il raggio vettore 
e l'arco, e l'altra fra il raggio di curvatura, il raggio di torsione e l'arco; ve- 
diamo come si deve procedere per determinare la linea L. 

I.e relazioni in discorso siano : 

R-As) . >■=?(?, s); 

chiamanilo o, il raggio dì curvatura geodetica di L sul cono che la proietta dal 
palo, si Ila die esso è eguale al raggio di curvatura della linea piana Lg in cui 
si trasronna L sviluppando il cono sopra un piano. Avremo dunque , applicando 
la (H) : 
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e i|«(s) sarà una fuDtione nota di s. Chiamando allora 6 l'angolo sotto il quale il 
piano osculcitore di L sega il cono, si ha : 

costì = -?■ = ■?-, 



BenO = ^^ <^^_ P''l'-P'l'' 

Se poi i è l'angolo sotto il quale la curra L sega le generatrici del cono si ha; 
cosi = f'(8) , d' onde : col i = —== ; 

v) - r* 

Ma al § 1 della mia Memoria a Stigli inviluppi di piani e di sfere (*) » ho di- 
mostrato che tra i ra^^gi p , r di una linea L descritta sopra una sviluppabile , 
l'angolo i sotto il quale taglisi le generatrici e l'angolo tì sotto il quale ì piani 
osculatori di L segano la sTÌIuppabile sussiste la relazione : 

1 d9 , coti . 

- = — + sene. 

r ds p 

iìQ in questa sostituiamo i valori precedenti, si ha : 



quest' equaiione diCTercnEialc in p ha per integrale una relazione contenente una 
costante aibitrariaj siccome generalmente ai diversi valori dì questa costante cor- 
rispondono per p delle funzioni le quali, unite alia relazione R = /'(!i), determinano 
delle curve dì forma diversa, potremo dire: u una linea dello spazia non è, ge- 
neralmente, determinala in un modo unico, dalle relazianì B-f(s) , r=;(p,s) n. 

Quando sia possibile integrare l'cquasione differenziale in p, l'analisi prece- 
dente ci fornisco p in funzione di s e di una costante arbitraria ; e allora, tenendo 
conto delta relai,ìone R = fi'), si può determinare, col metodo esposto al $ 4, l'in- 
tera classe di linee che sodilisfano alle due condizioni precedenti: ^=f{s) , r=^{p,s). 

Che poi effettivamente queste due condizioni non determinino generalmente 
la curva in un modo unico, si ha un facile Ciiempìo congidorando la sezione piana 



(*) ÀccBdemia delle Bcìenze dell'Istituto dì Bologna, 1869. 
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L (ii un cono qualunque avente il vertice nell'origine dei raggi vettori ; per ossa 

sono veriDcate due relazioni della forma ; K = f(s) , - = e sviluppando il cono 

sopra un piiino, la linea L diviene un'altra linea Lg, dei tutto diversa dalla prima, 
per la quale sono soddisratte le due medesime relazioni ora scritte. 

Sì noti che se la funzione <f non contiene p, il metodo esposto ci dà il mezzo 
di determinare la classe di curve in cui il raggio vettore e il ra;^gÌo di torsione 
sono espressi per mezzo di funzioni note dell'arco. 

Applicazioni. Proponiamoci di trovare le linee definite dalle due relazioni : 



R = s-cosi , r = — \/3* - p* tanghi . 

esscn<lo tea due costanti. Toicliè in questo caso : 
R' ^ cos i , E' = , 



, -Jì -R'* .. „ p 6-tangi 



da cui derivando : 



! quindi, essendo : 



- senO -r-^- — i-!-tangt 
OS s' 



-pHariK*. 



d6 p tangi-p'atangi 
ds « \/s'-p" tang't 



Avremo dunque : 



p _ ptangi — p'stangi coti Va* — p' tang*i 



o V»* - p* tang*t s Vs* — p* tang' i P 
dalla quale, escludendo il caso dì ptangt^s, si ricava; 
pisz-^p'^atangi + acoti'S 
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e questa, potendosi scrivere : 



2pp'+Ì£2L*p» = 2cot*i-8 



si riduce lineare col fare p*=f. Dall'integraiione di questa equazione » deduce : 

P* = i c + -(2cot»-s-a) e " le " 

con e costante arbitraria. Questa relaiione, che dà p in funzione dell'arco , unita 
all'altra R = s-cosÌ cbe dà il raggio vettore espresso per l'arco, deQniscono com- 
pletamente la linea, come si è dimostrato al $ 4. In questo caso si k potuto ri- 
solvere il problema in tutta la sua generalità. 

Come secondo esempio, determiniamo le linee dcDnite dalle relasioni : 



ì 



8 -coti 



^ ft Va' -A*tang*i 

esprimenti il raggio vettore e il raggio di torsione in funiione dell'arco e delle 
costanti i , k. 

la questo caso : 



Pff = R7 



\'I-R.» 



P» « 



. d9 ^ .ùB — p 
- sen 8 -7- =s tang i i— j-i- 
da " 8* 



- tangf 



P'a-P 



g \^»»-p»tang*i 



Avremo dunque : 



- = - tangi - 



p'g-P 



coti ^g* — p* tang* t 



s V*' — P* tang' i 9 
la quale, confrontata colla espressione data per ^i dà: 



(p — p'sjtangi , coti Va*- p'tang'i _ s-co t i 

e Ve» -p* tanghi P » ft Va» - A» tang* i 
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Questa è l>quHEÌonc tlilTereniialc da cui si dovrebbe ricavare p; in questo caso, 
non potendo risolvere il problema in tutta la sua generalità, si può otteaere però 
una sofei^one parlicolnre, poiché essendo : 



_ftHangi+coti'(s*-fc*tanE*t)_ /ctangi coti \/g»-ft»tang*Ì 

ig*i fcs Vs*— A*taDg*t 8^s*-A*taog*i * " 



la prec^Finte si può scrivere 



(P Jì'"" "' , co'' \/s*-p*tang*t _ Atangi coti V»*— ft*tang*i 

TpHang*t P • 8 Vs*-A*tang*i '' 8 

! è soddisfatta da p = ft. 
TLa questione è dunque ridotta, in questo caso, a trovare lo curve in cui: 



p = fc; 



illura la (15) diviene: 



1 _ Vg * cos* i — h* sen* i 
Rj ~ fc sen' i 



^rrR^_tMg< 



essendo a una costante arbitraria. 
Abbiamo dunque : 






- A;*8en*i 



/esenti 
: perciò « fra le ciime per le quali sono verificale le reiasioni 



R = 8-cosi 



k </8* — k* tanghi 

8'COti 



ti «ono ie (raienoric soHo l'angofo co((anfe i delle generalrici dei coni nei quali 
la sezione falla con una sfera di raggio 1 col centro nel vertice, ò la curva de- 
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e (jf(s) sarà una funzioae noia di s. Chiamando allora 1' angolo sotto il quale il 
piano osculatore di L sega il cono, si ha : 

Pir * 

d' onde .- 

aprì A = -ll_. 



Se poi i ò l'angolo sotto il quale la curva L sega le generatrici del cono si ha : 
cosi = f'(,8) , d'onde : coti= .. . : - . ; 

vi -n 

Ha al $ 1 della mia Memoria i Sugli inviluppi di piani e di sfere (*) « bo di- 
mostrato che fra i ra>[gi p , r di una lìnea L descritta sopra una sviluppabile , 
l'angolo t sotto il quale taglia le generatrici e l'angolo sotto il quale i piani 
osculatori di L segano la sviluppabile sussiste la relaiione : 



So in questa sostituiamo i valori precedenti, 



quest'equazione diCTercnziale io p ha per integrale una relazione contenente una 
costante nibitraria ; siccome generalmente ai diversi valori di questa costante cor- 
rispondono per p delle funzioni le quali, unite alla relazione R = /'(s), determinano 
delle curvo di forma diversa, potremo dire r m una linea dello spazia non è, ge- 
neralmente, determinala in un modo unico, dalle rdaziom R-f(s) , r=;(p,R) n. 

Quando sia possibile integrare l'equazione diiTerenziale in p, l'analisi prece- 
dente ci fornisce p in funzione di s e di una costante arbitraria ; e allora, tenendo 
conto della relazione B = f(>-), si può determinare, col metodo esposto al $ 4, l'in- 
tera classe dì linee che sod>lisfano allo duo condizioni precedenti: R=f(s) , 1-7(0,(1). 

Cbe poi elTettJvamente queste due condizioni non determinino generalmente 
la curva in un modo unico, si lia un facile esempio considerando la sezione piana 



(*) ÀocademÌB delle Scienze dell'Istituto dì Bologna, 1689. 
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L (li uà cono qualunque avente il verltce nell'origine dei raggi vettori ; per ossa 

sono verificate due relaiioni della formai S, = f{s),~=0 e sviluppando il cono 

sopra un piano, la linea L diviene un'altra lìnea Lg, del tutto diversa dalla prima, 
per la quale sono soddisfatte le due medesime reliizioni ora scritte. 

Si noti clic se la funtione ? non contiene p, il metodo esposto ci dà il mezzo 
di determinare la classe di curve in cui il raggio vettore e il rajjgio di torsione 
sono espressi per mezzo dì funsioni note dell'arco. 

Applicazioni. Proponiamoci di trovare le linee definite dalle due relazioni : 
R = 8 • cos i , r = — Vs* - p* tang* i . 

essendo i o « due costanti. Poiché in questo caso : 

R' ^ cos i , R" = , 
sarà ; 



''" ^ 1 - R'* - RR" 
da cui derivando : 



-seno -3- = ^ — j-^tangi 



e quindi, essendo : 



Avremo dunque : 



_ Ve*-pM;in)j'/ 



dtì _ p tangi -p'stangt 



ds 8 \/5'-p* tanghi 



p _ piangi — p's tangi coti %/»' — p' tang*t 

a V«» - p» tang*i 8 \Js* — p* tang* i P * 

dalla quale, escludendo il caso di ptHngi.-::8, si ricava: 

p* = -pp'>atangi + acotf'S 
voL. xxvii. 24 
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e questa, potendosi scrivere : 

„ , 3coti . „ 

Spp' + p»=2cot»i'8 

si riduce lineare col fare p* = t. DaU'integraiione di questa equazione si deduce : 

«cotf Scoti 

p* = | c + |{2cott-8-a) e " | e ■■ 

con e costante arbitraria. Questa relaiione, che dà p in funzione dell'arco , unita 
all'altra n = S'C0sÌ cfae àk il raggio vettore espresso per l'arco, definiscono com- 
pletamente la linea, come si è dimostrato al $ 4. In questo caso sì 6 potuto ri* 
solvere il problema in tutta la sua generalità. 

Come secondo esempio, determiniamo le linee dcDnite dalle relasioni : 

_ , 1 8-coti 

R = 8'C0SÌ , - = — ■ 

^ ftVs* -A*tang*t 

esprimenti il raggio vettore e il raggio dì torsione io funiione dell'arco e delle 
costanti i , k. 

In questo caso : 



p's — p 
-tangi '^ ^ 





Pff = 


"T 


- R" - RK 


, = 8 


• coti 


d'onde: 














-sen 


§ = 


.«ng*^ 


_P 


(1 

' « 


Avremo dunque 














i 


- tane» — = 


_£l. 


-p 



8 V»' — p* tang* i 



coti Va* - p* tang* i 
8 Vs* — p*tang*i P * 

la quale, confrontata colla espressione data per -, dà : 



(p — p'e)tangt coti Va*- p*tang'< _ 8-coti 

sVe>-p*tang*t P ^ A V8»-ft*tanB»i 
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Questa è l>quHzÌone dirTereniìale da cui si dovrebbe ricavare p; in questo caso, 
non potendo risolvere il problema in tutta la sua generalità, si può ottenere però 
una soluzione particoliire, poiché essendo : 

3 coti _ fc'tangi+coti(8*-fc*tang*i) _ Jttangi coti ^8»-/[»tang** 

ks/s'— fc*tang*i fcs \'8*-A»taDg'i « VB*-A'tang*i ^ ^ 

la precedente si può scrìvere : 



(p-p'a)tang i coti \/«'-p*tang* i _ fctangi coti Ve»— /tHang*Ì 

8 \'8*-pHang*i P ' 8 ■i/8*-ft*tang*i * s 

la quale i soddisriitta da p = k. 

La questione è dunque ridotta, in questo caso, a trovare lo curve in cui : 

R=s-co8t , p = k; 
allora la (15) diviene : 





1 V«'cos'i-H«SMi'i 
Ej ft8en*t 


e siccome : 






da v/r^R^ «18 < 
11» R s ' 


sui: 






cosi 



essendo a una costante arbitraria. 
Abbiamo dunque : 

1 ^/o*fl"'^<»t^-fc'8en*^ 
R,~ ftsen*! 

e perciò n /'ivt le curve per le quali sono verificale le relazioni 



k\/B» — fc* tang*i 
R = s-cosi , r = -; 

8'COti 

vi tono le iraieUorie Botto l'angolo cotlanle i delle ^enerolricf dei coni net guati 
la sezione falla con una sfera di raggio I col centro nel verfice, è la curva de- 
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^ntfri dalla reluztone : 



fra il raggio di curvatura geodelica B« e l'arco a s. 

i». 

ALTBA DETEBlllStZIOHE DI USA L1NK1 DELLO BPAZIO. Se: Sen 7 GO!!<j< . Seil 7 SeU <!< , 

così; , liove 9 e <!' song Tunzioni dcH'nrco, esprimono i coseni degli angoli die la 
tangente n una linea qualunque forma cogli assi coordinati, le equaiioni : 

(16) x = j sen ? cos <]' ■ ((« , 1/ = | sen ^ sen ^-d» , z = J cos 7 ■ ds 

esprimono le coordinate dei punti di I,. 

Dunque n ìtna curva è covìpletnmcnte noia di forma quando si coiioscaii-o, 
in funzione dell'arco, 1 c'>£cnt direnivi della tangente t. 

Siano: cosX = sen^cosi}' , cosiA = sen7Scn^ , cosv = cos7, dorè 9 e ■J' 
sono Tunzioni note dell'iirco, i coseni direttivi della normale principale di uoa lìnea 
L ; le coordinate dei punti di L si possono scrivere : 

(ti) X = i senO-coss ds , y^ fsenO-sens-'ls , z-j cosO-ds , 

essendo 6 e t due ruiuioni incognite dell'arco, die ora andiamo a determinare. 
Indicando con p il raggio dì curvalur» di L, si ricava ; 

fi»" = qosX -. scnocos^ - 
pj/" = cosi). = sen7 sen ijc 



pr' = cosv = cos9 _ 

V6'* + sen-o-f 

le quali relazioni servono a determinare ft e. 

Siccome queste tre relazioni, qumlrate e sommate, danno un'identità, cosi 
potremo sostituire ad esse le due equazioni che si ottengono dividendo membro 
a membro la prima e la seconda [ircccdcnti [ler la terza. Si ottiene cosi: 

tangT-co8i|i=-cot9-cose-t-sen!-T7- ; tang^seivlis-cotS-aenE-coss- ^ 



cos 


COSE 


0'-sen6 


scne■^' 




•Ifi 


+ SRn*fl-e 


» 


cos 


sens 


6' + sentì 


coss.e' 




Vr 


+ 8en»fl-e 


* 




seno -fi' 
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dalle quali si deduce : 

tang<[i'C08((|' — s) = -cot9 ; taDg9'Sen(^ - e) = -77. 

La prima di queste ci dà : 

■^ì + tang*9-co8'{4' - e) Vi + tang*ip ■ cos*{4i -e) 



e conseguentemeote : 



de Os 



[tang9.cos(<{'-e)] 



ds I + tang*7 ■ cos' ('}' — e) ' 
La prima delle precedenti si può scrivere : 

,(I5 d£ 

la quale, in causa del valore trovato per -r- > si può scrivere : 

^ -^ 0$ l + tang'¥Cos*(i}'-e) d« " " ' 

La quantità e, essendo detcrminata da un'equazione dilTerenziale del 1° ordine, 
conterrà una costante arbitraria ; e generalmente avverrà che , dando a questa 
costante dei valori ditersi senza cambiare le funzioni 9 e <|i , si otterranno delle 
curve diverse di forma. 

Possiamo quindi enunciare il teorema « una curro non è gen^aìmenie de- 
lerminaia in un modo unico quando ai conoscano, rispelto a tre oasi coordinoft 
ortogonali, i coseni direnivi della normale principale espressi in funzione del- 
l'arco, la curva più generale che soddisfa a queste condizioni ha per coordinale 
de' suoi punti le espressioni : 

,,„, f coss-ds f sens-ds 

J \/| + tang*ip-cos'('I'-£) ' i/l +tang*<|i-co8*(4'-6) 

__ f tang'p-cos('}' — e)ds 
' ì/l + tang*y'C08*(^ — e) 
essendo 3 una /finzione dell'arco determinala dall' etjuozi'one di^ercnztate (tS) n. 
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v/r 


+ sen»0-É'* 


cose -6'- 


sene costì- sene E' 


V«s 


+ seii'S-e* 


sen*6- 
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Se rispetto agli assi coordinati ortogonali, i coseni direttivi cos I, cosm, cos n 
della binormale di una lìnea si esprimono in funzione dell'arco per mezzo delle 
forinole : 

cos 1 = scn i^eos <}' , cos m = sen ? sen 4* , cosh = cos<p, 

essendo ? e ^ note funzioni di s, abbiamo dalle (l1): 

,,„,,, , , sene-fi' 4- sentìcoBfl-cosE-s' 

p (y z" - 2'y") = cos i - 8cn ^ eoa ^ = ■ 

p(z'x" — cc'2") = cos 111 = sennsentjf = 

p(a!'y" —y'x') = costi = cos <p= 

V(>" + 8eD*tì-e" 

Ragionando e operando su queste relaiioni analogamente a quanto si ò fallo 
nel caso che precede, si giunge alle equazioni : 

1 0' 
tangii5-cos(4'~e) = — cot9 , tangf -senCil» -e)= — rS' ~ ■ 



eioni coincidono con quelle analoghe del caso precedente , e in forza di queste 
espressioni si giunge all'equazione dilTcrenziale : 



ds ' "^ '^ " ^^ '^ 'de 

per determinare s. 

Si ha quindi il teorema s una curva non è frenerà (niente determiaata in un 
modo unico quando si conoscano, rispetto a tre assi coordinati ortoj/ontilii t co- 
sefit direllivt senf COSICI , senf sen<]' , cos f delta binormute espressi in /unzione 
dell'arco; lu curua più generale c/ia soddisfa a queste condizioni ha per coor- 
dinate de* suoi punii le espressioni (19). essendo e una /'unzione dell'arco dcfer- 
minala datt'e^unzfone differenziale (20) ». 

Applicàzionb. Proponiamoci di determinare le gcoiletiche delle elicoidi svilup- 
pabili (cioè di quelle sviluppabili il cui spigolo di rej^resso è un'elica qualunque); 
una (ale curva è caratterizzata dalla proprietih che le normali principali sono in- 
clinate di un angolo costante sopra una retta fl^sa (asse). 
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Preso l'asse delle z coincidente con questa retta, si deve avere : 

p— -sCOSt 

con (' coslnntc, d'onde: 

d'3 , //d»a;\* T^yV /d'zV 

Sari\ dunque : 

quest'equazione, applicando le (16), diviene: 



Vsen'f — eoa*? , 
* ~ cosi Ben <p "^ 

d'Illa qu;ile, molUplicanilo per ds e integrando, sì ricava: 



2 Vacn*i— cos*» — sen i , \lseaH — cos*» — seoid -cos») 
è = — . Bfc.tane are-tane -, 

' («ne» ° pYiE DI ° Ptin i fni in 



^/sen*l — cos*iB - sen»(l +cos'p) 

- arc.tang — —, ^ 

° cos » cos -p 

e quindi « le. coordinale d'un punto qualunque di tuia geodetica di una svftup- 
pabile il cui spigolo di regresso è un'elica arbitraria [geodetica di un'elicoide 
sviluppabile) si esprimono in funzione dell'arco per mezzo delle equazioni (16) 
nelle quali f è una funzione arbitraria dell'arco e ^ è data dalla rcliizione 
precedente ». 

Il raggio di curvatura p della geodetica è espresso dall'equazione : 

1 z" 1_ '^9 _ 1 d cos 9 _ 

p~C03i~ cosi * t(8 "cosi ds ' 

se supponiamo quindi che - sia una funzione algebrica, razionale) intera di grado 

P 
n dell'arco 

1 = 2 0(8"-*, 

po' 
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si avrà per la funzione f : 

.[da J V «i «*.-t l 

coe<{i = co8t I — = cosÌi ^ — - ' ■ s"*' +flB+i f 

e per la coordinata z : 

.=/cos,.d<, = cos(| 2; ^_^-^JÌL__-___. ..«-. + ,,.,,, +,,,,, j 

essendo a„4.i , a„^i due costanti arbitrarie. 

Perciò ■ se la. curvatura della geodetica di una sviluppabile avente per api- 
golo di regresso tm'ciica qualunque è una funzione algebrica, razionale, intera 
di grado a dell'arco, la coordinata dei punti della curva contala paro dilaniente 
all'asse deU'eltcotde è una funzione algebrica, razionale, intera di r/rado n + 2 
cieli'arco ; e reciprocamente ». 

Se n=0, abbiamo n se In geodetica d'un eltcoide sWIuppabfte è a curvatura 
coslanfe, fa cooi'dinala dei punti della linea, confata parallclamenfc aU*asEe del- 
l'elicoitie, è «no funzione algebrica, razionale intera di t° grado rfelCarco; e 
rectprocaraenfe ». 

5 1- 

Applicizioni BELATiTE all'inteesiohe DI DNA LINEA. Pcr angolo di due lineo L.Lo 
nei punti A , Ag intendiamo l'angolo delle tangenti alle linee in quei punti: so i 
coseni direttivi delle tangenti alle linee sono : 

cosa , cos^ , C0S7 ; cosog , cos^, , cosfo . 

il coseno dell'angolo delle linee nei punti A , A, è : 

COs0 = £C03CtCO80Co- 

Trasformando le linee per raggi vettori reciproci e applicando Io (3), avremo per 
l'angolo 0, formato dalle linee L, ,I,,o inverse delle date: 

cose. = 2- (cosa - - ~) [cosa, -^ ^) = 

. 2 dR V 2 dRo V , i dR dR V 

="^*-R-airl'^'^"««-R, d^2^^'<^•'««+*RR■.■5i■d^^^• 
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I.a condizione dunque Cile sia = 6, è equivalente all'ultni : 

Se le due lince L , F.^ hanno un punto comune, in quel punto risultn 
aco = a! , j/o = y 1 ^0 = z . R» = R 

e sì Irova che la (21) b identicumente sodOisfatta, il che dimostra che quando duo 
lince s'incontrano l'inversione conserva inalterato il loro angolo. La (21) dimostra 
però che due linee nell'inversione possono conservare gli angoli anche so non 
L.innu punti comuni ; cosi ad es. la (21) è soddisfatta identicamente quando sia 
R = cost. , Ro = cost. . cioè quando le due linee siano sopra due sfere concciUrì- 
clie e il poto si trovi nel centro comune. 

Se una delle linee, p. e. Lg è sferica, allora Rg = cost. e la ('^1) diviene: 



soddisfatta nei due casi : 

''K „ Va: . 

h prima condizione ci porta al caso precedente, e la seconda dice die il raggio 
vettore K deve essere perpendicolare alla tangente di l.^. 

Dunque n se Iq b una linea sferica e dal centro si condui^e il raggio vel- 
are Oh. a una itnca qualunque L e sopra L^ si prende un punlo A^ lale chr. 
h laiigciile in A^ ad Lo sta perpendkolarc al raggio vettore OA, le curve hg, L 
colti nt'crsio ne rispetto ad conservano il loro angolo nei punti A, . A », 

Dalle ('2) si deduce : 

2j cosa, cosa = 1 — ^ 2j^^°^'''-- ^ - 2R'* 

S2R' V 1 2R',,„p, , ,, 

V , 5RV , 2BMRR' ,„_, , ,„-,,„ ,) 

^ cos a, cosi = - -jr 2j «; cos I = '■"ir| — + p(RR>'+?(RR)'-p i 

e quindi, mettendo a zero ciascuna delle Bommo scritte, si ottiene : 
o) 1-2R'* = 0. 

TOL. «Vìi, 25 
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d'onde; 

R - —= 4- coat. 

La curva L è quindi iiu't'IicH sul cono che Ih prui''tt;i dal polo fì sega le genera- 
trici dì questo sotto rantolo '= t ■ 

h) R' i iRRY - 1 1 ^ , 
iìoddiitfiitt'i n«i due ciisi 

R' = ' (HR'y-l =0 

La soluzione R' = dà le linee sferiche, e l'altra porla alla reluEÌone : 



R = •jb + {a-v 8)* 

con neh costiinti ; se sviluppinina sopra un pinna il cono che proif^lta In linea 
da] |.olo, il rag;.io di curvatura p^ della Irnsformata piana di L diviene, per la 
(11), ìtiflnito : il che dimostra che L è una geodetica sul cono che la proietta 
dal polo. 

e) Nel terzo caso si ha la soluiione R' =^ , che porta alle linee sreriche e 
l'ultra £a;cosl = la quale, esprimendo che i piani oscnliitori di L passano per 
l'origino degli assi, corrisponde alle linee L che sono poste in un piano passante 
per il polo- 
Dalie (5) deduciamo : 



^|p|:Zcos,cos,=-.5:-.(iy2^ 






= 2r (I)' [ S:-+ p. UBRT - I I + p(BRr ] 

e metteDdo a zqro ciascuna dì queste somme, sì ottiene : 
d) B'CBB"-Il''+1) =0, 
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soddisfatta nei due casi : R' = (curve sferiche) e 
RR" - R'» + 1 = ; 

se in questa poniamo : R' -- p e preDdiamo K per indipendente e p per funziono, 
poiché allora : 



3dR gp-tfp 

III quale, con una prima integrazione, dà : 

ap = VR* + a» , 

L-on a costante. Da questa si deduce : 

adR 

,^ =d8, 

sj&* + a* 

da cui integrando : 

oIoglR f \'R» + o" ! = 8 + a-logft 

con b costante ; risolvendo tale relazione rapporto a R, si ottiene : 

la quale, come si è notato al g 4, non può esaere soddisfatta per nessuna linea. 

" -J-'?(l)'l<'"'')'-'l = o. 

dalla quale si ricava : 

i = 2(|;)'UBR0'-ll 

t) (^y l a> mal= , 
la quale si scinde nelle tre equaiioni : 

E' = , (g')' = , £iccosl = 0. 
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costante, da cui si deduce : 

B = te"' , 

essendo b un'iillra coiìtiiiite. Lii terza soluzione £ x cos 1 = si 6 visto che conduce 
lille curve situate in piani passanti per il polo. 
Dalle (6) , ricaviamo : 

/1 4Ìr V , 2R' V 

■\/-;+-;ì- 'j cosi, cosa = -i.- Zj 35 cosi 
Vp* H — ' pB ^^ 

\l^ + -^r Zj '^^^'* COSÌ:= -^m ' £j se cosi 

il ÌR" V . . ' 2(RR"+R"} V 1 2R' V 

\/-^ + -n-ZjCOS/. cos ( = rr: AaJCOsX — ^ /.ipcosa 

\ f ' K "^ p B' ^ pK ^ 

c mettendo a zero ciascuna di queste somme, otteniamo : 

g) — i; ac cos [ = , 
la quale dà le soluzioni : 

- = , R' = , Sic cosl = 



corrispondenti rispettivamente alle rette, alle curve dcserìtle sopra sfere col centro 
nel polo, ovvero sopra piani passanti per il polo. 

Il) (RR" + R'*)i; ascosilo, 

corrispondenti ai due casi iot!cosl = (g'ih considerato) e RR'' + R'* = 0. Questa 
può scriversi (1tlt)' = e quindi, con facili integrazioni, ci dà 

R = Vas + b , 

con a e 6 costanti ; questa relazione corrisponde alle linee le quali si trasformano 
in sviluppanti di ccrcliio quando si sviluppi in un piano il cono clie le proietta 
dal polo. 

SU'. 
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questa. Consilio rande i valori già determinati al § 1, di Sascosa e Sa^cosi, ci dà: 

^ "'2(RU" + R")(UR" + R'*-1)' 

Riunendo i casi considerati, possiamo enunciare il seguente teorema « mcl- 
lenih la condizione che ciascuna dille rette tangente, normale principale, binor- 
male ilcU'inversa L, lii una linea L sia perpendicolare o alla tangente o alta 
noroiale principale o aldi binormale di L, si Vanito i seguenti 9 cast: 

a) (a L è wi" elica del cono che la proietta dal polo e sega le me genera- 
trici sotto l'angolo j ; 

b) la linea L è descriffa sopra una sfera col centro net polo , oviei'o è 
una geodetica sul cono che la proiella dal polo ; 

ci la linea L è sopra «n a sfera col centro nel polo, oitcro eopra un pioli o 
passante per il polo ; 

à) la linea L è sopra una sfera col centro nel polo ; 
e) la linea L è carafleri^zata dai(a relazione : 



i=2(?:y:(ERr-i| 



fra il raggio di curvatura e il raggio vettore ; 

f) la linea L ò sopra ima sfera col centro nel polo, ovvero sopra un piano 
passnnCe per il polo, omero si offiene otivolgendo sopra nn cono arbitrario col 
vertice nel polo la curva piana R = be"', in modo che i' origine dei raggi vettori 
sia nel vertice ; 

g) lo linea L è eopro ttna sfera col centro nel polo, ovvero sopra un piano 
passante per il polo ; 

h) la linea L è sopra una sfera col centro nel polo, ovvero in un piano 
pnssantc per ii polo, ovvero si ottiene avvolgendo sopra un con-» arditrorio coi 
icrd'ce nel polo mia swilupponle di cerchio in niotlo che il centro di questo s^ 
trovi nel vertice; 

i) la linea L è earurtemzatu dalla relazione : 

R* (1 - SR") 



^ 2(RU" + R'*}(Rtt" + R'*- I) 

fra il raggio di ctirvalura e il raggio rettore. 

La relazione fra il raggio di curvatura e il raggio vettore d;i cui sono carat- 
terizzate le lìnee nei casi e) i) non è sulTIciente a determinare completamente la 



,y Google 



)( i98 )( 
lìnea, nel ciiso e) supponendo (ttK')' = 0, risulta: 



R=Vo« + 6 , -r = -2(u)= ; TT» . 

p* \R / ((18 + 6)* 



Dunque k fra ie (i/iee te cui normali principali sono \ìirpendicoìari alh 
normaii principali dette toro inverse vi sono quelle definile dalli: relazioni: 



le r/imti hanno la proprietà di trasformarsi in sviluppanlt di cerchio o in spi- 
roti logarilmiche seganti i raggi vettori sotto l'angolo r, quando si sviluppi 

sopra xin piano rispettivamente il cono che le proietta dal polo o la toro svi- 
tuppabitc oscutafrice ii. 

Nel caso i), supponendo: R = s-cosi, rbulla : 



_ 8 hcos*i - 1 
^""seni V ? 



e quindi « fra le linee le cut fitnormali sono perpend^olari ette tiinorntoli ttcfte 
loro inverse vi sono le linee 



s fi et 



te quali /tanno lo proprietà di trasformarsi in spirali logaritmiche quando si 
sviluppi in un piano sia il cono che le proietta dal polo, sia la toro sviluppa- 
bile osculatricc n. 

Queste curve particolari si potrebbero completamente determinare, col me- 
todo esposto al S 4. 

Vediumo quando le direzioni principali di L, sono parallele a quelle di I,. 

So le tangenti di L, sono parallele alle tangenti di L, debbono essere sod- 
disfatte le conditioni : 

^ p I (HRT - I ì = , ^' S ac cos t = , 

le quali sono Terilìcate quando sia K' ^ (curve sferiche), i^c poi R' non è zero, 
allora deve essere contemporaneamente 

(KR')'-1 = , Si);cosl = 0; 
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h prima di queste conditiont può scriversi : 

RE" + E" -- l = 

ed esprime quindi, in causa della (11). che la linea è una geodetica sul cono che 
In proiellii (lui polo; ma doron lo in causa dell'ultra condizione £a:cos( = 0, i 
piiini OHculHtori di questa geodetica passare lutti per il polo , la delta geodetica 
tiene ad essere una generatrice dd cono, cioi una retta passante per il polo. 
Se le tangenti di \., sono parallele alle normali principali di L, avremo : 



le quali, per essere soddisfatte, richiedono che la curva L sia una spirale loga- 
rìtmica segante i raggi vettori sotto l'angolo 7 e situata in un piano passante 

pnr il polo. 

Sa le tangenti di L, sono parallele alle hinormali di L, si deve avere : 

1 - 2R* = , ^' p 1 (RR')' -11=0 

le quali non sono mai soddisfatte insieme. 

Se le normali principali di L, sono parallele alle tan>>enti di L, si hanno le 
condizioni : 

^-2p(|)'l(RB'/-*l=l> . 2(|')'2a:cosl = 

e quindi le curve domandate sono quelle linee poste in piani passanti pel polo , 
le quali vcrillcano la relazione : 

j^ ^ 2(RR"-R")(RE" + R"-«) 

ricordando allora che per le lince piane è verificata la (II), si deduce coU'egun- 
gliare i due valori di - , 



2(RR" - ^«ÌCRR" + R'» - 1) = -j-f^, (1 - R» - RR")* 

Questa si può acrivere : 

(i-2R'»Kl-R'* + RR") = 
e si scinde nelle due : 

1-2R'» = , )-R'» + RR" = 0. 
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Quest'ultima condizione, come si è visto preccrlcntemcnte , non 6 soddisfatta dn 
nessuna curva; la prima corrisponde alle spirali logctritmìclic aventi il polo nel- 
l'origine liei raggi vcltori e seganti questi raggi sotto Tang^Jo ^. 

^c lo normali principali di L, sono parallele alle normali principali di L , 
avremo : 



(RR"-R'* + 1)=0 , 2(~)'sa:c03t = 



le quali sono verificate solamente da R' = 0. 

Se le normali principali di L, sono parallele alle binormalì di L, si lia : 



2R' 



(RR" - R'^ + 1) = , - - 2? (!')' i (RR')' - i i = 0. 



Queste due relazioni non sono contemporaneamente soddisrattc da R' = 0; d'al- 
tronde si è visto clic la relazione RR" - R'* + 1 = porta all'altra : 

che non è verificata per alcuna curva ; dunque in questo caso non abbiamo nes- 
suna curva. 

Se le binormalj di L, sono parallele alle tangenti di L, sarà : 

1 2(RR"4-R'M„ . 2R' . 

^ L ScecosX--^i:cccosa = 0. 

IV- p R* pR 

La prima, comlìzione è soddìsfatla quando RR" + R'* = , ovvero quando 
£a;cosÌ = l); nel l** caso la seconda relazione diviene: 

- - ^ RR' = , cioè 1 - 2R'» = 

p pR 

la quale dà R = y-'3; allora sarebbe R''=0 e quindi la condizione RR"+R'*=0 

non potrebbe essere soddisfatta. 

La condizione £a;cost = dice elio L è sopra un piano passante pel polo, 
nel qual caso ancho L, è piana, ed è impossibile allora clie sia soddisfatta la con- 
dizione domandata. 

Se le binormalì di L, sono parallele alle aormali principali di L, deve essere; 

2R' , n 1 2(RR" + R'')v , 2R'^ 
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Escludendo U retta, la 1' condizione è soddisfatta quando R':=0, ovvero 
£xcos( = 0; ma la prima di queste condizioni non potrebbe verificare la seconda 
equazione data, e l'altra condizione £a;cosl = porterebbe alle linee poste in 
piani passanti pel polo, net qual caso è impossibile cfte le binormali di L, siano 
parallele alle normali principali di L. 

Se le binormali dì L, sono parallele alle binormali di L, si avrà : 

^2a!C03Ì=0 , -J^-t^Sa;così = 0, 
pR R* 

verìflcate da R' = e da £<xco8t = , le quali dìnno rispettivamente le curve 
poste sopra sfere col centro nel polo, o sopra piani passanti pel polo. 

Dunque n niellendo la condizione clie ciascuna delie r elle: tangente, normale 

principale, binormalo dell' inverta L, di una linea L sia parallela o alla tangente 

o alla normale principale o alla binormale di L, non si /tanno che i seguenti casi: 

l" (e tangenti di L, sono parallele alle tangenti di L, e allora L è sopra 

una sfera col centro net polo, ovvero è una retta passarne pel polo. 

2* le tangenti di L, sono parallele alle normali principali di L, e allora 
L è una spirale iogarilwìica poslo in un piano passante pel polo e segante i 

raggi vettori sotto l'angolo t • 

3' le normali principali di 1, sono parollele alle (angenli di L, e allora 
L è una spirale logaritmica posta in un piano passante pel polo e segante i 

raggi vettori sotto l'angolo r. 

4' le normali principali di L, sono parallele alle normali principali di 
L, e allora L è descriua sopra una sfera col centro nel polo. 

5" le binormali di L, sono parallele alle binormali di L, e allora la L è 
sopra una sfera col centro nel polo o sopra un piano passante pel polo » . 



ss. 



Determiniamo le linee L che hanno per inversa un'elica cilimlrica h^. 

Se si mette la condizione die il cilindro contenente t'elica abbia le genera- 
trici parallele all'asse delle z e si chiama i l'inclinazione costante dell'elica L, 
sulle generatrici, si avrà per le (2) : 

o ^' 
Z -22 =C08t 

la quale è un'equazione ditTerenziale lineare del 1° ordine, che con un'integra 
voL. Hill. 26 
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siono olTre : 

eoa a costaate- Se cp ò l'angolo che il raggio vettore fa coll'asse delle z, si a?rà : 

cos9 = |- = R(a + cosi/^;); 

ricordando quindi le (12), avremo il teorema h le. linee le quali, con «no tra- 
sformazione per raggi vettori reciproci, rapporto all'origine degli assi, divengono 
elicile di cilindri colle generairin parallele all'asse delle i, lianno per coordinale 
dei loro punti le seguenti funzioni dell'arco : 

R-^I-R»(a+C03ì/^.)*X 

^(1-IÌ")[l-R»(a+cosi/^5,y]-[cosi + UR'(a+co3ìfg)]* j 
B[i-B^(a.cosi]|7] '] 

^l_Rt(a + cosi/f,yx 

^(l-R")[l-R^(a^così/ff]-[co8Ì + RR'(a+cosi/^,)y ^ J 
R[l-R«(a + cosi/'^.y] '^ 



y-R 



1 z = B*(a + cosi/g). 



Per R = ms, con m costante, le forinole scritte danno lo coordinate dei punti 
di quelle eliche coniche le quali, in un'inversione rispetto al vertice del cono cbe 
le contiene, divengono elicile cilindriche. 

Se supponiamo cbe tanto L quanto L, siano eliche di cilindri paralleli all'asse 
delle z e cbe le loro Inclinazioni siano i , f , , si ha : 



e quindi : 

. Ss dR , .A « H'\ 

COSt, = C08t— ^ -pCOSl = COSt ( 1 -2sg-l 
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Questa relazione, col porre : 



si [1UÙ scrivere ; 



(l'onde per integrazione: 



con (I contante arbitrarla. 

Ora se € , >] sono le coordinate della sezione retta del cilin^lro, contenente L , 
fatta col piano z = 0, si ha, 

B» = £B* 4 a» + 2* = (S* + 1]') + z*=. Ho' + z* = Bo» + 8»-cos»i , 

essendo R, il raggio vettore della proiezione della linea sul piano coordinato z=0; 
si deduce di qui : 



E.= ,f„.,.--..co..i=^a-(^-^.)'" 



Dunque « (e diche L che, in un'inversione rispcllo all'origine detjU asti, si 
trasformano in altre cfic/ie L, contenute in cilindri le cui generatrici sono pa- 
rallele a quelle dei cilindri che contengono L, sono quelle in cui B = as"; (e 
sezioni rette dei cilindri che contengono L sono definilc dalla relazione 



R,= Ja»(-^y-s„'cot'i 



fra il raggio vettore R^ e t'arco s^ ». 

EsEupii. Se ni = 1, nei qual caso CDst| = co8t, sì ha per R, un'espressione 
della forma : 

con p costante, il che mostra che la sezione reltu del cilindro è una spirale lo- 
garitmica. 

Se m-0, nel qual caso cost,=cosi, si ha: 



E(= -Ja* — So* col' i ; 
volendo determinare la natura della sezione retta del cilindro in questo caso, si 
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iipplicliorà Ih (11) la quale offre: 

Po= Vtt^aen*! — So*-cos*i , 
equazione intrinseca di un'epicicloide. 

Determiniamo le linee piane le quali in un'inYersionc, divengono eliche (ne- 
cessariamente sferiche). 

Se R è il rajiigio vettore , contata dall'origine degli assi , relativo alla linea 
situata in un piano parallelo al coordinato z = e distante da questo di a, e R„ 
è il raggio vettore della medesima linea contato dal suo piano, si ha 



Inoltre : 

iz dR 2a dR 
'=*'» = -R di = -R ^' 

da cui, integrando : 

log R = log m - -^ 8 , 

con ni costante ; sì deduce di qui : 

R = me ^ 

e perciò a (e linee che, in un'inversione, si irasformano in eliche (necetsaria- 
mente sferiche) sono quelle in cut ti raggio vettore R^ si esprttne per t'arco s 
per mezzo della relazione : 






il polo di trasformazione si trova sulla perpendicolare al piano della linea con- 
dotta dall'origine dei raggi vettori R^ e alla tfislanza a da esso ». 

Se colle formole del § 1 sì calcola l'espressione ìT, cos^i - j/, cosa,, si ottiene: 

a;,cosPi-y,coso, = pj(a!Cosp-j/c03a), 



R» 
possono essere entrambi costanti se non ò costante R. 

Osservando quindi che l'essere costante xcos^—ycosa. esprime che la linea 
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è geodetica sulla superDcie di rotazione da essa generata ruotando intorno all'asso 
delle z, abbiamo « trasformando per raggi vettori reciproci una geodetica di una 
superficie di rivoluzione (non sfera) rispetto a un punto dell'asse, la curva che 
si ottiene non è mai una geodetica di una superficie di rivoluzione, tolto U vaso 
che la cuna considerala sia un meridiano della superficie i>. 
Se supponiamo ^, cos^, — i/, cosa, = a con a costante, si ha: 

oR* = k*(a! cosp ~ y cosa) ; 
e siccome dalle (12) si ricava: 



ajcosg — ì/cosa = R8en9 ^i - R'*-R*9'* 
la precedente diviene : 



aR = ft* senip ^/l -R'»-K*¥'' > 

la quale può nncbe scriversi : 

a* + )t*9en*yip'* I - R" 

sen*(p ~ R» 

Questa è la condizione a cui devono soddisfare le linee, che, in un'inversione, 

divengono geodetiche di una superficie di rivolutione il cui asse passa per il polo- 

1 — R'* 1 
Esempio. Supponendo di avere —^ — = — ;, con m costante, si ricava : 

R = m Ben — 
m 

e l'equasione difTerenziate precedente diviene : 

a' + /t*Ben*(fit>'* _ fc* 
sen* 9 m* ' 

Questa, con alcuni calcoli, dà; 

Va* - a»m» 



VA* - a»m» / « \ 

cos? = j^i 5en^-+n;. 



essendo n una costante arbitraria ; da questa relazione e da quella che dà R d 
ducendo le quantità 



Rsen^p , Rcosif , V -R'*-R*9'' , 
e sostituendole nelle (IS), si ottengono le coordinate dei punti delia curva L- 
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Osservando, per quanto si 6 notato a) § 4, che la relazione 

R=m'Sen — 
m 

esprime che, nello sviluppo sopra un piano del cono che proietta L dall'origine 
degli assi, questa linea diviene una circonrerenia passante per l'origine dei raggi 
Teltori. potremo dire che sul detto cono la L è una curva a curvatura geodetica 

2 
costante — , passante per il vertice. 

Dunque a fra le curve le quali , sul cono che le proietta dati' origine degli 
2 
usst, sono a curvatura geodetica cos(an(e — e passano inoltre per il vertice , 

quelle che, in un'inversione rispetto al dello vertice, si trasformano in geodetiche 
di superficie di rivoluzione il cui asse passa per il vertice, /tanno per coordinale 
dei loro punti le seguenti funzioni dell'arco : 

ir = r-isen( — )\/k*-(k*-a*m*)sen*(-Tn)-co8!ak* / 7 — .-/, 

"' '^""'V ' U ; j jk'-(k'-a'n>')s60.(itn)) 

= n 8«" (-) \|k'-(k'-a'm')sen> (--m) ■ senjak- f j—^^ 



mVk*-a»in* fa\ li \ 

\ '= — ir- — »™y'=°u+°/- 

Se colle formolo del % i calcoliamo l'espreBsione 
X, cos g, — V, cos o, + p, CO8 T) 
essendo p, una costante, si ottiene : 

(22) at;,cos^, -y,coso, +p,coST, = — (oecosp — ycosa) + p, fcosY- Iz^j. 

Ora se tanto L quanto L, sono geodoticlic di elicoidi, si deve avere (*) : 
ic, cosp, -y, cosa, +p, cos-j, =fli, , ascosp — ycosa + pcosT = m , 



(*) Sulle linee di curvatura e svile superfieie che ammettono un'evoluta comune. 
Questo Giornale 1884. 
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essendo m, e m costanti; siccome da quest'ultima si deduce: 

(B cos p — j/ cos o = ni - p eos f , 
la (22) diviene : 

m, = j^, (m - pcosT) + p, (^cosY " 2^ ^) . 

la quale, poiché cosy = z'i può scrivcpsi : 

' _ gPi RR' _ m, R* - mfc* 
^ *p,R»-pfc'" p,R»^fc»' ■ 

Questa i un'equazione differenziale lineare del 1° ordine e con una facile In- 
tegrazione ci (là : 






che coslituisce la relazione che dere legare Iti coordinata z al raggio vettore R 
della iieodclica L dell'elicoide, onde la sua inversa sìa pure una geodetica d'elicoide. 
Se supponiamo m=ni, = 0, le linee L , L, vengono ad essere due geodetiche 
principali sulle rispettive elicoidi, cioò due traiettorie ortogonali delle eliche; al- 
lora la C-Ài) diviene : 

z = a{p,R'-pfc*) 

e siccome quest'equazione può scriversi: 

<'I>1 Pi 



essa rappresenta una sfera di raggio s — Vi +4a*pp,fc* il cui centro è sull'asso 

delle z alla distanza - — dall'origine degli assi. 

Per quello che ho dimostrato nel volume XXIII" di questa Giornale, la linea 
ilomandata è una lossodromia sferica. 

Il calcolo che precede non è applicabile al caso io cui sia B costante , poi- 
ché essendo allora : 

ir, cos p, - j/i cosa, + p, cos 7, = ^ ( x cos p - y cos a -t- p, rj- -^ ) , 

e dovendo essere veriflcate le due relazioni : 

a?,C08p, -y, cosa, -f-p, cosyi = , ^cosp -ycosa f pco8Y = 0, 
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deve necessariamente essere p = Pfr^t ^ allora viene lero il denominatore che 

entra nell'equazione (23); la conclusione rimane però la stessa anche in questo 
caso speciale. 

Dunque r le geodetiche principali di elicoidi te quali, in un'inversione rt- 
spelto a un poto stiualo sull'asse si fras/brmano in geodeitc/ie principali di eli- 
coidi, sono tutle e sole te lossodromie sferiche; l'asse comune di questi elicoidi 
è il diametro pel qaale passano i piani dei cerchi massimi di cui te lossodro- 
mie sono traiettorie isogonali e il cenlro d'inversione è ufi punto gualtin^ue di 
Qucslo diametro ». 

Supponiamo che la linea L sia un'assintotica di una superficie di rifoluzione ; 
nel volume XXIII di questo Giornale ho dimostrato che per essa deve essere sod- 
disfatta la condizione : 

z" {xx' + yy') = z' {xcc" + y/) , 

in cui gli accenti indicano derivazioni rapporto all'arco. Ora dall'essere 

X* + y» + %t = R» , 
si ricava : 

xx' + yy' = RK' - zz' , xx" + yj/" = ER" + R'* - 1 - zz" 
e la precedente diviene : 

z" (RR' - zz') = z' (RR" + R'» ~ 1 - zz") , 

clie si può scrivere : 

z" ^ RR" + E'* J_ 
z' RB' ~ RH' • 

Integrando : 

t ds 
logz=logKB'-] ^ + Ioga. 

essendo a una costante arbitraria ; questa relazione ci dà : 

-I— 

ì RR' 
2' = aKR'-e 

Moltiplicando per ds e integrando, sì ottiene : 
(24) 2 = ii|EE'.e ' ""-di. 
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Ora se trasformiamo la linea L per raggi vettori reciproci rispetto all'origine 
degli assi, si lia : 

k' H _ k' liBi _ dS dE, _ t' dE 

l. = [j,z . «i-K . ^- n, . «•d.j - Ras' 

ricordanilo quindi anche (1), avremo che, se la linea L, inversa di L è un'assin- 
totica di una superRcie di rivoluzione , deve essere soddisfalta la relazione ana- 
loga alla (34) : 



-I "'-7 
recedenti, si può l 

£.=_„,,./|../è.^ 

~ a^k* nell'altra 6 ; 
(25) z^bS' j^J ^-dl. 



la quale, in causa delle equazioni precedenti, si può Bcrivere : 



e cambiando la costante ~ a,h} nell'altra 6 : 



Si ha dunque il teorema < per le linee L asainlolichc di superficie di rivo- 
luzione, è soddisfalla la relazione (24) ; ppr le linee L le cui inverse, rapporto 
all'origine dei raggi vellori, sono assinioUche di superficie di rivoluzione, è sod- 
disfatta ia relazione (25; a. 

Se supponiamo che tanto la linea L quanto la sua inversa siano assintoticlic 
di superlicie di rivoluzione, devono essere soddisfatte entrambe le ("24), (35); 
quindi deve essere : 



da cui, derivando 



oRR' 
DivideDdo per RR', risulta 



_[ di f dt [di 

e i'"<- = 26RR'/|.'«''.d.+ !:^.''"<-. 

ta: 

f * [ JL /"A 



TOL. ZXVII. 
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Derivando nuovamente e moltiplicando poi per RR', si ha : 



] Eff b J ss 



R« 

la quale formola, derivata logaritmtcatneDtQ, dà : 

2RR' _ 2 
R» 'RR" 
d' onde : 

R = 8 -f costante. 

Questa dimostra che la curva L è un'elica sul cono die la proietta dal polo; sic- 
come poi in causa della formola ora trovata la ('24) ik : 



si conclude che In stessa linea L è elica sul cilindro ohe la proietta sul piano 
coordinato 2=0. 

Conseguentemente la linea L è un'elica cilindro-conica, ma questa linea nella 
rotazione attorno all'asse delle z, genera un cono sul quale essa non è assintotica 
poiché le assintotiche delle sviluppabili sono le generatrici e lo spigolo di regresso. 

Si conclude « (ros/"ormando per raggi veliori reciproci vna «uper/ifie di ri- 
voluzione rispetto a un polo ailuato sull'asse, un' assintotica della superficie non 
si traxfarma mai in un' assinlolica della Buperficic inversa ». 



Se cliiamiamo it l'angolo formato dallo tangenti corrispondenti di due linee 
inverse, si ha: 

co86 = 2co3acosa, = I -2R'» , 
da cui si ricava : 



a.=^L 



- cosO 



Se si conosce in funzione di s, moltiplicando ambi 1 membri per dt e in* 
tegrando, si ba : 



„ i'i/l — costì . 
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Cosi ad esempio se suppouiamo 6 costante, risultA : 



.=.^1 



Ih quale definisce nello spasio ua'elica sul cono che proìettii In linen dal centro 
d'ioversione. 

L'inversa di un cerchio non passante per il polo è un altro cerchio ; più ge- 
neraloicntc ci pro|ionj)iino <li trovare quelle linee (tel)o spailo a curvatura costante 
ctio hanno per Inversa delle altre linee pure a curvatura costiinle. 

Chiamando ni la curvatura ^ di L, e n la curvatura - di L , abbiamo dal- 
?i P 

la (i) : 

Ih quale offre : 

" = — iSi — • 

Moltiplicando ambi 1 membri per R'ds e integrando, risulta: 
4R»R'' 



oR*-m'ft*-»'R* 



essendo a una costante arbitraria ; da questa relazione, indicando con b una co- 
stante qualunque, si deduce : 

ZRK'ds b 



f ZRRd 



-n»R* " 

Poneniio R* = a; , si trova eseguendo questa quadratura : 
a -;■ Va' — m* n' k* ■ sen (b + tts) 

dalla quale , cambiando s— , in a : 



V-w»'-©" 



ft*scn(t i-ns). 



,y Google 



)( 212 )( 

Questa relazione, esprimente il raggio vettore della linea in funiione dell'arco, 

unita alla relazione p = - clie dà il raggio dì curvatura della mciiesinia lìnea, la 

determina completamente, come abbiamo visto al g i ; il problema proposto si 
può quindi considerare come risoluto. 

S 10. 

FOHHOLE PiiTtDAHkNTALl FÉ» l' IKTEBSIOHE UELLE SDPEBFICllt. SianO fS , J/ , Z , fun- 
zioni (li due piiramcti'i indipcn<lenti u.v, le coordinate di un punto qualunque A. 
di una Superficie S di cui facciamo la trasrormationc per ra^gi vettori reciproci 
rispetto aUoriginc degli assi. 

Sia S, la trasformata di S , A, il punto corrispondente dì A ; le coordinate 
dì A, sono : 

k» &• ft» 

essendo R* = x* + y* + z* e k il raggio della sfera di trasformazione. 
Da qucstp si ricava : 

le quali ci danno : 

{ o.=s(fe)'=a)*>;G:)-=(è)'- 

Quindi i quadrali degli elementi lineari delle superficie S , S, sono : 

<i«> = E(iu'+2Filii(it) + Giii)' ; (ii,' = (|) iis=(|)'|E<l"'+2F<l»<l<' + G<i«''l; 
siccome da queste si ricava : 

E, F, G, ' 
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si conclude la nota proprietà che in due superficie inverse vi è similitudine nelle 
parti infinitesime. 

Sulla superficie S le lince i[ = cost. , o r=cost. siano ortogonali e indichiamo 
con 

A , B , ; A' , B' , C ; A" , B" , C" 

gli angoli formati cogli assi ortogonali dalla normale alla S e dalle tangenti alle 
tt = cost. , V = cost. ; colle stesse lettere, distinte da un indice al piede, denote- 
remo le quantità analoghe relative alla superficie S, inversa di S. Porremo per 
semplicità : 

così! = =- Piccosa , cosM =:^ £ xcosA' , ..«.»». — . 
dalla relasione : 



Bì deduce : 
e quindi : 

C08 M = —= TT- , COS M ' = --=: 5— . 

■Ja 80 .JE 8u 

Le (26) Bi possoQO scrivere : 
le quali, divise rispettivamente per -Je, , Vg^ coH'aver riguardo allo (21), danno : 



Per ricavare le espressioni di 

OOSA, , 008 B4 , cosG, 
si osservi che, dalle formole che danno 

cosH , cosM' , cosM" 
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Gos U C08 B -)- cos H' cofi B' + cos M' cos B" 



[ cos M cos C 4- cos M' cos C + cos M" cos C" = 
, C08*H + C08» M' + co8*M" ■= 1 ; 
tenendo conto di queste relation!, ed osservando cbe 

COSA, = C0SB,'C08C,"- cos C,' 608 B,", 

si ricava : 
(30) 

Le formole (28) , (30) danno le direzioni delle tangenti alle linee coordiiinic 
» = co8t. t7=:cost. e delie normali ad ?, e valgono qualunque siano le linee cuur- 
dinate purché ortogonali. 

Supponiamo cbe tali linee coordinate siano le lince di curvatura ed tndicliÌ»ino 
con R' . K" ì raggi di curvatura principali di S relativi alle u = cost. , v = cosi, 
e con R,' , R," le quantità analoghe relative alle superQcie S,. 

Dalla teoria generale delle superQcie si lia : 

1 dXt _ d cosA| I 9a5, _ d cosA, 

r7 IF ~ dv~ ' R^' la ~ dà ' *'^*'' 

considerando la 1* dj queste relazioni e le altre due aniilo^he corrìspoadenti alla 
altre coordinate, si deduce : 

I V ^^i V ^ COSA, a V * , V Sa: . 

-2,a:3^ = -la-j^=-5^2j^cosA. + 2,3^co3A,. 



^aj j^ = -g^ vG cosM' ; ~^- ^jOscosA, = ^ -RcosM' 
^ js— cos A, = 2 \/G cos M cos M' ; 
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soìtiluendo questi trIofì nella precedente, si lia : 

(5" ET = - MI + *'"='>"')• 

Per l'flttro rn^gio di curvatura, si ha con un calcolo analogo : 

§«. 

Applicazioni. Le forinole trovate sono le fondamentali per lo studio dell'inver- 
sione (Ielle superficie, e ora ne faremo alcune applicazioni. 

Cliiamando S l'angolo formato dalle normali corrispondenti di duo superRcie 
iiiTerso, si ottiene, applicando le (30) : 

cos6 = ^eo8A, COSA = - I +=■ cosMJiccosA 

e ricordando il significato di cosH : 

cos6= 1 - 2cos»M. 



cosH = 2j o '^'^sA , 

si vede die M è l'angolo sotto il quale il raggio vettore sega le normali della 
superficie ed è «luindi complementare dell'angolo i sotto il quale il raggio vettore 
sega i piani tangenti ; avremo dunque : 

cosO = - I +26en*t 

e se supponiamo costante uno degli angoli 0,t sarà pure costante l'altro. 

Avendo quindi riguardo a quanto ho dimostrato nel mio articolo (*) « Sopra 
nleune superjìcie e curve s si può enunciare il teorema n le super^cic S le citi 
Rorninlt sono tnclinnfe di un angolo coslontc 9 alle nortnalt delle (oro inverse, 
li ottengono preiiticndo una tpirute logarilmica qualunque e facendo rolofare 
il mo piano, tema Blrisciare, sopra un cono qualunque in modo che il polo 



(*) Questo Oiornale 1888. 
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i:oÌnr.Ìda sempre col vertice. Il polo di Irasfarmazione è aUora il vertice di questo 
cono e se i é l'inclinazione costante della spirale togariimica iui raggi vettori , 
l'angolo 6 è definito daUa relazione : 

cos9 = - 1 +23en*i a. 

Se cosO= I , risulta i=- e quindi la spirale logaritmica degenera in una 

circonferenza; se cos9=— I , risulta f = e la spirale logaritmica diviene una 
retta. 

Dunque s le sole superficie le cui normali sono parallele a quelle delle loro 
int7erse sono le sfere e i coni; ti polo (finverstone si trova rispettivamente nel 
centro della sfera o nel vertice del cono. 

Per 6 = ^^ si Ila scnt = -s— , d onde t = 7 e quindi < Je supcr/ìcie le cui nor- 
mali sono perpendicolari a quelle delle loro inverse si olien^ono coda coslruzione 
detta, facendo uso di una spirale logaritmica inclinata dell'angolo ^ sui raggi 
vettori 1. 

Dalle (31) si deduce : • 



J L__5!/'J \,\ 

R,' R/' k* \R' R'V ' 



la quale dimostra in modo eridente clie una sfera ha per ìnveraa generalmente 
una sfera. 

Essa dimostra inoltre die « segando due super^cie inverse con una sfera 
avente il centro nel polo, lungo le due linee d'intersezione le differenze delle 
inverse dei raggi di curvatura principali sono proporzionali ». 

Se moltiplicliiamo fra loro le (31). otteniamo la relasione : 

la quale esprime la curvatura dell'Inversa di S per mezzo di elemeoti relativi a S. 
Per la curvatura media di S, abbiamo : 



-F-l'''(ff + 5-") + «' «•'"}. 



dalla quale si deduco che quando 5-; + st- = . si ha : 4"/ + sr, = - — ^ -- , 

*vi K( R R R 

viceversa; 
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Dunque « le superficie le quali, in un' inversione, divengono ad area minima 
tono fu((e e sole quelle in cui è verificala la condizione eej^uenle : 

11^ 4cosM 
R' '*' R" R ' 

Sulla superficie S coQSìdertftmo due sistemi ili linee coordinate ortogonali 

u = cost, , V = cost. 

e indicbiamo con pg il raggio di curvatura geodetica delle v = cost. , sìa p,, il 
raggio di currìitura geodetica delle v = cost. sulla superficie S, inversa di S. 
Afremo : 

pr~VÉG '" ' P^~Ve;g; 2® ~^'"' \/ÉG ?« kWG ^*' 

e perciò n fra le curcafure geodclkhe — , — dcKc v = cost. swiie siiper/Scie in- 
vene S , S, ha luogo la relazione : 






Se ai mette la condizione che tanto sulla S quanto sulla S, le v = cost. siano 
geodetiche, abbiamo : 

i 1 « 



e la (3'2) per essere soddisfatta richiede che sia : 

g = 0, d'onde R=/"{i(), 

essendo f{u) una funiione di ti. 

Questa relazione dimostra che le ti = cost. sono sopra sfere col centro nel 
polo, se viceversa h soddisfatta la condizione R = /'(u) risulteranno le oleosi, 
geodetiche sulla S, se Io sono sulla S. 

Dunque « la cottduione necessaria e siilficienle perchè nella trasformazione 
per raggi veliori reciproci di una superficie S un sistema di geodeticlie v = cost. 
8i trasformi in tin eisfema di geodetiche della superficie inversa S, è che le traiet- 
torie ortogonali delle v = cost. si trovino sopra efere concentriche; il polo di tra' 
voL. xsvn. 38 
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8/brnni2(0)ic risiede nel centro comune deìle sfere e la costante di trasfitrnuisìone 
è qualunque v. 

Per risolvere quindi completamente il probluoia precedente, bisogna determi' 
nare le superricie sulle quali un sistema di linee sferiche concentriche sono tra- 
iettorie ortogonali di un sistema di geodetiche. Siano: 

£c~ Rsenf 'Cos<{' I y = Rsen^ scn <{i , 2 == Rcosf , 

doro R è una funzione di ti , f e <(( sono Tunsioni di it e f , le coordinale dei 
punti di una superDcie. sulla quale evidentemente le linee u = cost. appartengono 
a sfere col centro nell'origine degli assi. I.a condizione esprimente che le linee 
u=C03t. siano traiettorie ortogonali di un sistema dì geodetiche è: 



G ^ " 
essendo U, una funzione della sola u; e siccome dalle precedenti si deduce : 
E = K^.H.{(|l)%«.,.(ity}, 



G = R.i(|l)".sc„.,(|iyj. 



la condizione scritta diviene : 

1 3m W ~ 9ir a» I' ^^" ^ U, - R" „ 

essendo U una funzione della sola u. 

Lo superficie domandate sono dunque quello rappresentate dalle equazioni: 

iCsRsentpcos'} , y - Rsen9sen<l' , 2 = R-coa5, 

nelle quali te funzioni f,<b sono legale fra loro dull" equazione itifTerenziale a de- 
rivate pariiali (33). 

KsEMFio. Dato un cono, col Tcrtico in 0, consideriamo una superficie ad esso 
parallela ; essa è una sviluppabile avente , come il cono , un sistema dì linee di 
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curvatura descrilte sopra srcre , di cui è il centro comune; e siccome l'altro 
sistema di linee dì curvatura è costituito dalle generatrici rettilinee, le ijuali sono 
<;eodcticlie della superllcie, è soddisfatta la condizione precedente. 

Si pu6 quindi dire it (ras/brmfiTido per raggi vUori reciproci una superficie 
paruUeia a un cono, rispello ai vertice di quesio cono, le gnneratrict della Mi- 
per(icie si Irasformano in gcodeiiclte della superficie inversa u. 

Se mettiamo la condiziono che risulti p^ = p,g , si ha : 

1 Sj/K^^R« 1 ?_Vf __2R_ 9R 



la (juale si può scrivere : 



Integrando, si avrà: 



I djR _J;R_ 



log Ve =logU + log{R*-fc»J, 
essendo U una funiione arbitraria di u ; da questa si deduce : 

\/¥ = lJ(R»-fc'). 

Se anche per le linee coordinate » = cosi, ha luogo la proprietà delia con- 
si-rrnzione della curvatura geodetica, si deve avere : 

ve' =^ V (R* - fc') , 

eiisciido V una funzione di v : conseguentemente : 

dS* = E diL* + G do* = (R* - k',* (U' dn* -~ V* dv*) , 

la quale dimostra il tearema r se, Irasforiniindo per raggi vettori recìproci una 
superfieie, due. vislemi di linee ortvgonoli di fjucsia conttervano inallerala tu loro 
cunroltira geodetica , quelle linee formano un doppio aislema di linee ibOtenne » . 

balla (3-2) , supponeotlo — - , risulta : 
Pw 



/RV j^ ^ ^R 

\ k / Pk ~ Jti ^ g" 
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dv " a^„ (J8 
essendo s. l'arco delle u - cost. Dunque : 

I-i !?5 

Pj ~ R d«, ' 

Ora siii A un punto qualunque della linea v. AB la tangente In A alla u, 
il polo e il triangolo AOB sia rettangolo in ; avremo : 

.B^_OA _R 

MS-OAB SR 

dì, 

e quindi : 

li ., . AB 

- = P donde p,-^. 

Viceversa se è soddisfHtta questa condizione, si ha : 
dK 



e la (32) dà 






— =0; 

Pi? 



ilunquc H /([ condiziiine nicessariae fiiffidanlo. jiercliè una linea ^ descrilta soi'i-n 
una superficie S roW inversione si trasformi in una i/eodeliea v, della supcrjicie 
inversa S, , è clic il raijgio di curvatura geod'ilica di v in oqiu suo puiUo iin 
fijuulc alla mela di quella porzione di tangcnle ad S diretta normu^nciifc a i 
die Ini per proiezione ti ragyio vettore ». 

Si osservi gIid la relazione trovata pg = -^ è indi|)cndt:nte dal raggio della 
srera d'inversione. 

Se nella (32) supponiamo — = , risulta : 

1 9R dR 2R 9R 2R ...^ 

— = — _ -^— = -71- 3" = - ttCOs OAB. 
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Ha se proiettianio il polo sulla tangente AB alla u , in G , risulta : 

Rcos-OAB = AO; 
dunque : 



Pw t* 



-P«- 



Perciò « quando n Iratforma una sìiperfìcie S per raggi vettori recipToei 
e si considera su di essa una gendetica v, ?'( raggia di curvatura geadeliea della, 
linea v, inversa di v sitila suiicrflcin S, iiW'Tsn di S è tcrsn projiorzionalc fra 
il doppio della proiezinno del raggio vi'iiorc siditt langanle ad S c/te è diretta 
normalmenle a v e il raggio k della sf-ra (i'mtjcratoiic ». 

}"• 

IhrEBaioKB DKOLi ELICOIDI nioATi. L'ioTersH lii una superficie rigata è un luogo 
di circoli passanti per un punto Osso (polo) e reciprocamente l'inversa di un luogo 
di cìrcoli passanti per un punto Osso, rapporto a questo pnnto, è una superficie 
, rigata. Determiniamo il luogo di cìrcoli in modo, che la superficie trasformata sia 
un elicoide rigato. 

Un elicoide rigato è il luogo delle rette condotte tangensialmente a un ci- 
lindro, inclinate sulle generatrici di un angolo costante, per i punti di un'elica. 
Prendendo come centro d'inversione un punto dell'asso del cilindro circolare, 
questa si trasforma nella superficie generata dalla rotazione di un cerctiio di ^^ran- 
deiza costante intorno a una sua tangente flssa passante per e l'elica cilin Irica 
diviene una lossodromia L di questi) superficie di rivoluzione. 

Sìa g una generatrice qualunque dell'elicoide tangente in A al cilindro; sulla 
curva L si consideri il punto A' corrìspoiidenle dì A e si iraioiigini la sfera s che 
Ila per cerchio meridiano il meridiano della superficie di rotazione passante per 
A'; questa sfera 6 è V inversa del piano tangente in A al cilindro contenente la 
linea di stringimento dell'elicoide. 

L'inversa della retta j; è una circonferenza descritta sulla sfera s e inclinata 
sulla lossodromia L del medesimo angolo di cui la g è inclinata sulla linea di 
stringimento. 

Sì ha perciò u si consideri una lossodromia qualunque L delta super^cic S 
generata dalla rotazione di un cerchio intorno a una sua tangente fissa e per i 
punii di questa curva si conducano delle rette r langenli alla superficie S e in- 
clinate sui meridiani di un angolo eoslanle. Il luogo dei cerchi passanti per il 
punto fisso in cui la circonferenza generatrice tocca l'osse di rotazione e tan- 
genti alle rette r nei punii della lossodromia L è l'inversa, rispella ad 0, di ttn 
elicoide rigalo ». 
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CaiisìJerJamo più particolarmente l'elicoide ridato ad area mioima e iiuello a 
direttrice rettilinea. 

Sia p il parametro (rapporto delia velocità <li traslazione a quella di rotaiione) 
di un elicoide ad area minima avente l'asse delle z per direttrice, 6 l'angolo che 
il piano passante per unu generatrice qualunque e per l'asse dell'elicoide Ta col 
piano coordinatj y = Q; sarà: 

''2 ,. ■ 

-TT = )) , ti ondi! z=pu , 

qualora sì supponga die all'istante iniziale la generatrice rettilinea coincida col- 
l'asse delle x. 

Sia AB una generatrice qualunque ; la sua inversa rapporto all'origine degli 
assi è un cercbìo passante per e di cui il diametro 2r è tale die : 

2r.0A = *., d-onde: ,- = J^^= | = | . ^ , 

t'acendo s- = "» > si lia ; 



Dunque « la Bìiiicrficie gencram tla ti» crVcofo ])(-gga)i/e per un punio fisso 
e il cui piano mola inlorno a un diametro pnsfnntn per questo punto . va- 
riando il suo raggio in modo da essere inversamente propoTzionate atVanijolo 
di rotazione del piano mobile, Ita per inversa, rinpetlo al polo 0, WTi elicoide 
rigato ad arca minima. Fra la coilanle m di proporzionnlUà , il parametro p 
del molo Hicoit'ale di questo elicoide e il raggio k della sfera d'inversione ha 
luoijo la relazione k* = 2mp ti. 

Supponiamo ora die l'elicoide rigido a direttrice rettilinea (asse delle z) non 
sia ad arra minima e si chiami i l'inclinazione costante delle generatrici sulla 
direttrice ; sia AB una qualunque generatrice, OC la perpendicolare condotta dal 
polo su di essa e D il punto in cui OC viene segato dal cerchio ^ inversa di 
CAB. Determiniamo la linea L, luo^o dei punti D. 

Abbiamo : 

0C = 0A-seHi = p-scn(-9 , 

avendo p e i ìì signiQcalo precedente; chiamando dunque k il raggio della stcra 
d' inrersionc, sarà : 



I 
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Se dal punto D conduciuino la perpendicolare DE sull'asse dell'elicoide, dal 
triangola rettangolo ODE si ricava : 



Se quimli proieltiiimo la linea L sul pi»no cooniinato z = 0, la proiezione l 
è una linea rappresentata in coordinate polari p , dall'equazione : 



ed È quindi una spirale iperbolica; d'altronde la curva L si trova evidentcmentB 
sul cono circolare luogo delle rette OC, quindi si può dire a si trovi Vinlerse- 
zionc L di un cono circolare retto con un cilindro avenle le. generatrici parai- 
lete (ilt'osse del cono e di cui la sezione retla è una spirale iperbolica col polo 
sull'asse del cono ; sui segmeiili di generalrici del cono compresi fra il ueriicc 
e la curva L si descrivano, come diametri, dell': cireonferevze poste nei piani 
dormali at cono. La superficie, luogo iH queste circonferenze è l'inversa, ri- 
spello al vertice del cono, di un elicoide rigalo a direttrice rellilinea ii. 

Parma, Gennaio 1889. 
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DI DUE RAPPRESENTAZIONI UNIVOCHE 

DELLO SPAZIO RIGATO SU UNA FORMA LINEARE DI QUARTA SPECIE 



G r N O LORIA. 



È noto die medinnto una proiezione stereografica della varietà quadratica a 
quattro dimensioni costituita dalle rette dello spazio nostro latta da un elemento 
di essa su uno spazio lineare a quattro dimensioni, si ottiene una rappresenta- 
zione univoca dello spazio rigato su una forma lineare di quarta specie (*). 

Allo stesso risultato si giunge con i due procedimenti che seguono. 

I. Sia £, uno spazio (lineare) a tre dimensioni, S^ uno a quattro. In ^, 
siano date due stelle (**) di centri C e C" proiettive allo spazio 1^. A una 
retta r di £, corrisponde un piano S^' della prima stella e uno S," della se- 
conda i quali s'incontrano in un punto P. Viceversa per un punto qualunque 
P di S. passano (come è facile dimostrare) due piani corrispondenti delle due 
stelle ; ad uno (e quindi anche all'altro) corrisponde nello spazio £, una retta r. 
Per tal modo ad ogni punto P di S^ corrisponde una retta r di £, e viceversa 
ad ogni retta r di questo un punto P di quello. 

Se si stabilisce in un modo particolare la corrispondenza fra lo spazio Ij e 
le due stelle C e C" si ritrova la rappresentazione considerata dal Sig- Aschìeri 
in fine del suo lavoro Sulla curva normale di uno spazio a quattro dimensioni 
(Heraorie della R. Accademia dei Lincei, Serio IV, T. 4.', 1881). 

II. Siano ancora £, uno spazio a tre dimensioni e S^ uno a quattro. Nel 
primo siano dati due piani punteggiati a e ^ , nel secondo due rette a e b ; il 



(") Cfr. Klein, Ueber Liniengeonulrie und metrfsche Oeometrie (Uath. Annalcn, 
T. V. 1872). 

(**; la uno spazio a qaattro dimeasioni nna stella conHa degli <xi) spati a tre 
dimeasioni, degli ce* piani e delle oo ' rette passanti per nn punto fisso. 
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jiiiino a sia proiettivo al Tnscio di piani (*) avente per asse a e il piano ^ a quello 
itvcnte per asse b. Ciò posto, una retta qualunque r di £, incontra \ piani a e ^ 
in line punti A e B ; i piani che nei due fiisci a e b corrisiiond mo ai due punti 
A e B si inconlriino in un punto P generalmente iletcroainato e I unico. Viceversa 
per un punto P di S^ passa un piano di ciascuno dei fcisci a e b ; a questi due 
pillai corrispondono rispetlivamentc un punto in a e uno in ^ i quali sono con- 
giunti da una detcrminata retta r. In tal modo nasce una corrispondenza univoca 
fra i punti P di S* e le retto r di Sj. 

Purticolarizzaniio In posizione dei due piani considerati nello spuzìo I, oppure 
il aiorlo di stabilire le corrispondenze proiettive che servono a dolinire la rapprc- 
spiitiizione, si otterninno delle speciali corrisjiondcnze clic potranno servire ulil- 
ment'.' per ra;.'giuiigere determinali lini. In particolare, si potrà pervenire a quella 
KjH-ciulc maniera di trasformazione di cui il Sig. Cliizzoni intniprese lo studio 
nella memoria Sulla corrispondenza uni'toca fra h retlc di uno spazio ordinario 
e i (Jtiu'i di lino spazio lineare ri qnallro dimciisioui <Atti dell'Accademia Giocnia 
(li (Scienze naturali in Catania, Serie 111. T. XX). 

Le due rspprosentazioni ora descrille liaiinu evidentemente le loro analoghe 
in ispatii lineari comunque estesi. 

Ci lìniitinnio a quesio cenno lasciando ad altri dì studiare queste due Ira- 
slDrinazioni (**) clic ci sembrano degne di considerazione, non solo pel loro valore 
intrinseco, ma anche come atte a preparare la teoria generale della rappresenta- 
imi di una varietà comunque estesa su una varietà lineare. 

Genova 17 Marzo 1889. 



[*ì la uno spazio a qnattro dimensioni un fascio dì piani consta degli oa* piani 
pusìanli per una retta fissa. 

(**) Del resto conviene notare che alcune delle questioni clie si presentano nello 
stadio della prima delle indicale trasformazioni si trovano già risolte nel citato Ecrìtto 
W Sig. Asohieri. 
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SU D'UNA PROPOSIZIONE HIFKRENTKSI AI DETERMINANTI 
JACOBIANI 



G. PEANO. 



Il sii?. Bertrand, nel sno C-itcul dilj'i'rentìcl pag. C3, cniinciii iimi propo- 
sizione, che, pei determinanti di terzo ordine vale: 

(t Se "4>'tV, sono funzioni (Ielle variabili Xf^^Xj, e si a'.lribuiscono a queste 
n tre sistemi di incrementi 

C'i . Iit . l'i) il>i > ''t' . ''i') C'." . ''»" . ''«") 

« allora <l rapporto del determinante formato cogli incrementi delle » al dcter- 
K minante degli incremenli delle x, col tendere di questi incrementi a nero, Iia 
a per limita il determinante jacobiano delle u rispetto alle x ». 

Già nel 1881 feci osservare che questa proposiiione è inesatta ('). Ora, »ic- 
corac essa è riportata, col nome di T/icurème d'> M, Bertrand , d^l sifi. I'BU- 
rent nel suo 7'mi/*' d'Anaìyse (1885) teor. I, pag. ICt (*') , cosi credo utile il 
dimostrare la sua incsattezia , e dare alcune projiostzioni esatte che In po-^sono 
sostituire. 

Si dimostra facilmente la proposizione : 

« Se f(.x,y,...) e !p{ir,y,...) sono due funzioni continue delle variabili 



(*> Calcolo differenziale, pag. XXVIt. 
(**) Il sìg, Laurent l'enancia in questi termini : 
« Le djterminant d' nn s^atème de foactiona », , Uj , ... , u, par rapport sat 

■ variablea X| , fi s„ , est le rapport da déterminant du sy^tàioe d'ueroÌMemeoti 

■ qae prennent cea fonctiong aa déterminant da syatème correapondant d'accrai»e' 
« menta inAniment petits dea variableg ■. 

Daga, tradotta nel linguaggio dei limiti è la pr«posiiione qai riportata. 
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:: 'x,y , ..■) , u s[ iiiiitullano amen<]ue pei valori (Xg , ìJq , •..) delle variabili ; al- 

1 lora, se col lendiTe di (aj,y,...) a (iCo.«ot.-) il rapporto- tende ad un li- 

9 
i mite (ilelcnniiiato e fluito) , in un conveniente iiilurnn di (x, , i/g , . . .) tulli i 
a vnlori (li (v,y,..} die annullano il ilenominiilore <p , annullano parimenti il 
j numeratore f (*). 

Applicanlo qne.slo teorema iil rapporto dei dne dctiTininanti . funzioni dei 9 
incrementi delle x , allineilo esso tenda ad un limile Dnito, è necessario clic le ii 
sìeno tali funzioni delle x , clic , se sì annuii» il determinante denominatore , sì 
iinnulli piire quello al numeratore Ora questo avviene solo in casi specialisiiìmi. 

Onde veder metclìo in questa que^ftione. siano (x, a^x,) le coordinate (uito- 

f<oiiii1i) d'un punto P nello s|)azio. e (ti,t(,u,) le coordi[iate d'un secondo punto 

(j Ks^endo le u funzioni delle ce, ad ogni punto P corrisponderà un punto IJ. 

Dati alle x i tre sistemi di incrementi, si avranno tre nuovi punti PP"P'"; siano 

Q'Q"Q"' i loro corrispondenti. Allora 11 rapporti) eonsìder<ito dei determinanti è 

Q 4' Q" i^'" 
pj^uale al rapporto dei tetraedri . Alìiiiche r|ucsto tenda ad un limite, 

è necessario che se pp' p" P'" giacciono in un medesimo piano, anche QQ'Q"Q"' 
siano complanari. Ora questo evidentemente avviene solo o quando i punti ({, cor- 
rispuiiilcnti a tutti i punti s dello spazio, giacciono in un medesimo piano, ovvero 
ijnaiido la corrispondeiiza fra ì punti P e (j ii uironio^rafla. 

Sono invece esatte le i>ro]iustzioni set^uenli, di cui si lascia la di mostra zi une 
ni Ifìitore : 

I. s Se 

('ii'ti''.i di' W) (/i,"''t"/.j") 

". stiiiu quantità Raso, il cui determinatile non è nullo, e si altribuisconu alle x 
I ^Vì incrementi 

{ft, l.htl, Ih I) . (''.' f' . ''s' '' . fii ''J . C'i" i" . 1*1 1" . K t") > 

t allora col tendere dì ( , i' , (" a zero, il limite del rapporto dei due dclurinìnanlì 
I è il jacobiano n. 

II. « Se gli incrementi attribuiti alle x tendono a zero , in modu che la 



(*; Questa ed allie proposidoui per delerminar^il limite dd rapporto delle 

ran/.ìosi di piò variabili aventi la forma - , furono da me dftte nel Calcolo diCfdrenz. 

pig. 185. Dna dì esse fu ripro lotta , con nuova dimostrazione dal sìg. Stolz , 
nei Beriuhten dea natnrw. Vereines in Jnnabruck 1387-88. 
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h," /i," /)," 

V/i,» -1- /i,» + yi,* \'"i'* + ■■■ V/i,"* + ... 

K si iiiantcn&!a sempre in valor assoluto superiore ad una qnanlilà positiva s , il 
« limite ilei rapporto dei dcterininaiiti ò il jacobtano i. 

La ijunulilà w ù il seno del triedro formato dalle direzioni PP' . PP' , PP". 

III. Se il punto 1' descrive un volume qualunque, il limite del rapporto del 
volume dcscrilto dal corrispondente punlo Q, a quello descritto da P, col tendere 
di tulli i punti di questo volume ad un punto (Isso, è ancora il determinante 
jacobiano- 



ERRATA-CORRIGE. 

Nella risposta alla quistione 61*, a p^g. 166, versoi, si aggiunga il termine 

+ m, m, ifij m^ V 

Luigi Bosi. 
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UN PR0B1.KMA D'ALGEBRA 



G. V r V A N T I. 



Nel T. XV del Messenger of ISallientatics p. 59-61 Cayley risoIveTa il se- 
guente problema : Trovare 4 quiintità a ,b ,c ,d tuli clic il sistema {a . h ,c , il) 
coincida, a parte l'ordine, col sistema {«* . 6* . <:* , tP). 

Il problema lia 8 soluzioni, ma l'equaKlone di 8" ijra'lo a cui esso si riduce 
K risolubile per radicali; e le soluzioni si e^iprìmono assai semplicemente per ra- 
dici itcll'unìtà. Perà il metodo srjfuìto da Caylcy, consistente nell*uguagliare le 
funzioni simmetricbe dello quantità cercate nlle corrispondcnli dei loro quadrati, 
non sparge a priori alcuna luce sulla possibilil^ delUi risoluzione algebrica del 
problema nò sulla natura delle soluzioni, ne sembra potersi applicare al segnenlu 
problema, di cui quello acccnnnto non è che un caso particolare : 

Dati 2 numeri interi positivi n , p , trovare n quantità iXi ,Xi , . . . ,CBa tati 
clic il sistema (ce, , ... i x„) coinciila. a parte l'ordine, col sistema te," . ... , x/). 

Io far6 vedere come questo problema possa risolversi in tutta la sua gene- 
ralità con pochi e semplici ragionamenti. 

Sia (X, , ... ,x,) una soluzione del problema ; sarà : 



essendo a, , a, , .. numeri della serie 2,3 , ... ,it. £ chiaro che si dovrà giuu- 

p 
gere ad una relazione x =x in cui a, sarà .uno degli indici che già figu- 
ravano in qualcuna delle precedenti, e che, se questa è la prima relazione in cui 
compare un indice non nuovo, sarà 0^ = 1 ; sicché si avriV : 
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ossili .1;,*' =\. K poicliè X =x, , Siila Jiiiclic x —\. Poirà liiisi cIjc gli 

r eltìmenti o:..x x formano un ciclo. Se r < n , potremo procedere 

e, ",., 

iinalognmente sugli eleinonti rcstunli del sisteni!) x, . . . , ir,. Avremo cosi distri- 
buiti gli clementi x^,...,x^ in un certo numero m dì cicli contenenti risii{;tti- 
Tainentc r, r„ elementi, essen-lo r, ■¥ ... + r^ = ». Se x^ è un elemento qua- 
lunque del il"!"" ciclo, gli elementi di questo saranno : 

^■ft r a;/ . Tft , . . . , Xfc" " ; 

essi saranno ;iltrettiuite radici dcH'uuilà, il cui ordine comune sarà un dìviiioru 

di ]t ^ — \ m:i non di ]) - 1 , ji* — I , ... , p ■* — 1. 

Ciò premesso, vediamo quante e quali sieno le suluiioni dui problema prò 
posto. 

Diremo scmitlice una soluzione i cui elementi ronnano un unico ciclo. Per ciò 
clic si è detto gli elementi : 



d'una soliiEione scmjilice sono radici dell'unità il l-hì ordine D è un divisore di 
j(" - 1 = p ma non di jj — 1 , )>*— I , ... , p"'' - 1. In altre parole D è tale che 
la congrucniH ]<*=l(uiodD} li» In radice z = n e nessun* altra radice minore; 
ossia p iipparlù'ììe all'esponente n rispetto ai modulo D. Allora, corno risulta ini- 
mediiitamentc dal teorema di Fermai generaliztato , 9(D> è divisibile per n. e 



elementi, che costituiscono altrettante soluzioni semplici del problema. La funiia- 
zione di tali gruppi non olTre alcuna difllcoltà, o perciò ò inutile arrestcìrvtsi, Detto 
S„'^> il numero delle soluzioni semplici, si hn, dunque 

s;« = Ì!;?(D), 

dove la somma è estesa a tutti i divisori I) di P rispetlo ai quali p appartiene 
all'esponente n. Per trovare questi divisori, basta formaro la tabella di tutti i di- 
visori di j>"— I, e quelle dei divisori di jj ' -- 1 , p * ~ 1 es.seiido e, , r, ,- , 

i fattori primi dilTerenti dì », poi sopprimere nella prima tabella ì numeri che fi- 
gurano in una o piii delle altre. Può anche notaraì, che deve senz'altro sopprì- 
mersi ogni divisore D per cui 9(1)) < t?, giacché 9(D) dev'essere divisibile per n 
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Veniumo ora ulle altre soluzioni del problema, che possono dirsi composte. 
Si» Vi , ... , rip tina delln partizioni del numero n, cioè sia ii, + ... + n. = » , 
essendo le n^ numeri interi e {lositivi. Prendendo gli », elementi <l'un» soluzione 
semplice del problema per n = v,, gli v^ elementi d'una soluzione iseiiiplice per 
n-»^, eie, l'insieme di tulli gli n elpineuti cosi presi costituir:) una soluzioni! 
composlii. Il numero di lalì soluzioni sark nilimque : 



S 



S IP) 8 W S W , 



dorè la somma estesa a tutte le dilTerenti |>nrUzÌuui di it in 2 o itìù somniandi. 
K infine, indicando con Tn""' ìt nnmero delle soluzioni si composte che sem- 
plici, si Ita : 



T iP) — V S iW v 



Il problema può dirsi co.-'i completamente risolto, giacché esso è ridotto alla 
dclernunazione delle soluzioni semplici, die si è già mostrato come possa elTettuarsi. 

Applichiamo il nostro metodo al problema di Cayley. Abbiamo p=--2 , n = 4 , 
quindi P=15. Uci quattro divisori di )S, cioì; t, 3, 5, 15, sono dd escludersi i due 
primi perchè per essi 9(D)<n; rispetto a S si ha: 



2*= 4 , 2's3 , 2*=l, 



e rispetto a IS : 



quindi 2 appartiene all'esponente i tanto rispetto al modulo S corno rispetto i 
modulo IS. Ora ?{3) = 4 , iptlS) = 8; dunque: 



(1) S4'« = |(?tS) + 9(15))«3. 



Dobbiamo ancora determinare 8,'*' , S|*' ed S,'*'. 

l'or ;) = 2 , ns3 si ha P = 7 ) Il solo divisore da considerarsi e 1, quindi: 
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fcr p = 2 , n = 2 si ha P = 3, quindi ; 

(3) S,'>' = l.(3) = l. 

Infìiic S,'*' - ì. Dunque : 

(t) Ti'*) = S,"l + S,t'» S,"i + {S,W)» -I- Si<« C3,'**)' + (S/*b' =3 f 2 + 1 + 1+1 = 8. 

InUicando per brevità con a, una radice priiniUvH dell'unità d'ordine ( (in par- 
ticolare a, = 1 , a^ = - I), la forinolii (I) ci dice die delle 3 soluzioni semplici 
per n = 4 una è costituita di «^ , due di a,,; lH(2),ctii; le due soluzioni semplici 
per fi = 3 sono costituite di a,; In (3), clic l'unica soluzione semplice esistente 
per n = 2 è costituita di a,. Infine la (i) ci Ta vedere, die delle 8 soluiioni. sem- 
plici e composte, per >i ^ i una è composta di quattro «, , due di quattro a,, , 
due di tre a, e di un a,, una <li quattro a,, una di dui! 7) e di due a,, una di 
quiittro «,. Dopo ciò è facile trovare le soluzioni. Eccole: 

*j 'b' *j' «s* ; «iB "^is' «is* «ij* ; *is' *»" *ij" 'ij" ! ') 'i* ')* '^t i 
a,'a]*a,*a ; a, «j* a, «j- ; «j a,* a, a, ; a, «i a, a,. 

Mantova U Gìulmio 1889. 
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T,K SUPERFICIE RIGATE INERENTI A UNA LINEA 

A DOPPIA CURVATURA 



Dott. EDGARDO CIANI 



Formule generali per qualunque superfìcie rigata. 

i. HoTi¥BKTi PBK FLX8SI0NB. - Prìoia di Intra prendere il nostro studio ci è ne- 
cessario dare alcune Tormule die valgono in generale qualunque sia la siipcrllcie 
rigata che si considera. 

Riferiamo perciò una tul superflcie alle sue generatrici rettilinee e alle traiet- 
lorie ortogonali di queste cliiiimando con v l'arco di una traiettoria ortogonale D 
che assumeremo come direttrice e con u la lunghezza di generatrice rettilinea 
cuntatii a partire dalla direltrice D. Allora se p;q',r sono le coordinate di un 
punto mobile di D; sa l;m;n sono ì coseni di direzione della generatrice clic 
passa per il punto p ', q ; r l'elemento lineare della superfìcie assume la forma : 



dove 



di.»-dii'+ (M»n»H-2Nm-l)dt?» 



e gli apici indicano le derivale rispetto all'arco v della direttrice. 
Faremo inoltre le seguenti posizioni : 
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K noto che a = u ò l'equazione della lineti dì slringimento tt ^ h il coeflìdenle 
di d'tstribuKiono dei piani tangenti. 

Allora le sei funzioni che caratterizzano pienamente la superficie a meno di 
moTimento nello spazio sono le seguenti clie noi seguiteremo a indicare con te 
notazioni iti uso 

E-1 ; F =0 ; G =M*u' + 2Nu+l 



Vg 'Jti 

Queste sei funzioni non sono completamente arbitrarie ; fra di esse debbono pas- 
sare le tre relazioni dilTerenziali del Codazzi lo quali applicate al nostro caso 
divengono : 

(II) '^^^'-^=0 

' eu ^G aii 

(IH) '-^ = ^-1^. 

^ VG 9it' 

L'ultima ci dice che la Tunzìonc D' non cambia quando la superficie si defurniR 
per fìcssionc ; dunque la 1" ci esprime che per una tJilc deformaziono non cambia 
neppure la funzione : 






ossia se con D/' s'indica, la funzione D" relativa n una deronnata per flessione 
della superficie primitiva, si ha : 

Do"?:D"-i-9(r) Vg" 

emendo ?(v) una funziono arbitraria della sola v, oppure una costante. 

Ad ogni forma speciale della fonsione ?(v) corrisponde una superDcie appli- 
cabile sulla primitiva e viceversa, di modo che tutte le deformazioni per Cessione 
della superficie vengono a dipendere da questa sola funzione <p(v) di cui si trova 
facilmente il signiflcato geometrico rammentando che se s'indica con ^r la cur* 
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Tallirà normale delle « = cost. si ha in generale per coordinGtc ortogonali ('j 

rapprescntan io quindi con ^-j^ la curTfttura normale delle u = cost. dopo die la 
siipcrflcie ha subito un moTimento per flessione, avremo : 



ì 


_D" + 


?(!>) \/ G 


R."' 




G 


I 


1 


5(0) 

~ ■JW 



Il nipporto ^-=z ci iiidìcii diiiique di quanto varia nella flessione la ciirviitnra nor- 

%/G 
male delle traiettorie ortoj^onnli delle generatrici rettilinee. 

2. Vogliamo ora mostrare come per la funzione (p(v) che serve a darci tutte 
le deformate per flessione si possa prendere il ragi;io dì 1* curvatura della di- 
rettrice. 

InTatti la (III) sviluppata ci fornisce per D' 

u»M» + 2Nit+l 
allora la (1) diviene : 

u»t2!NP - QM*) + u{2P - 21PS) + Q - 2 NS = 
= j uV-2N»MM' - M*NN' - M'M') + « {ìHKÌt' - !M^N') + MM' - NN' j ,_!_ . 

Ma questa deve essere verificata identicamente se no avverrebbe che la (I) sa- 
rebbe vera solamente lungo due linee spcciHli della superficie , lungo quelle duo 
lince le cui equazioni si otterrebbero risolvendo rispetto a u la precedente cqua- 
lione di 2° grado. 



I*) Cfr. p. e. le Leiiooi di Geom. diff, del prof Bianchi , pag. 390. 
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Avremo dunque le 3 relazioni dilTerenziaii 



1 Vm*-n» 



1»-B1'S= NMM'-M»N' 



di cui due solamente sono indipendenti. 
Ora dalia posizione già Tutta 



1> (/ r" 
l m n 
p' q' r- 



quadrando risulta : 



ma ai ha 



S= Vi p'*-(£t />■')* 



i: 1/)' =- 
[terchò la direttrice ò ortogomile alle generatrici, quituli 

dunque se sì nipprescnta con p il raggio di 1* curvatura della direttrice sarà 



■Jh'-S' VP' 



yGoogle 



)( 231 )( 
D' illira parte le sole funzioni fra le 

E ; F ; G ; I» ; Q ; S ; T 
clic ?ariiiio dopo clic la superQcic lia ^ubUo un movimento per neesionc sono 

P ; Q ; s 
perchè è 

T= ì/H* - K' 
le fuiuioui H ed N ncauclic variano perdio si li<i 

quindi le (2) preccJcn temente trovate ci r3p]>resentano f;li elementi della super- 
ficie variabili per mavimenti di flessione espresse per un altro eJ unico elemento 
variabile che 6 il raggio di 1' curvatura della direttrice. 

3. EfiCAzioHB DELLif ASMNTOTicHE. - L'equaiiunc generale di queste linee parti 
colareggiata al caso nostro si speeta in due : 

t> = cost. ; 9^/M*-H».d^( + (Pu* + Q« + S)df = 0. (I) 

Per una superfloic deforinata per flessione essa diviene quindi 

o =cost. 2 ,/W^Wdu + li(*(P+JP?(r)) + M(Q+2N?Cv))-l-S+ip{«ii dn = 0. (2) 

Esiste una classe di deformate per le quali si conosce subito la forma della fun- 
zione ^{p) che le caratterizza. Queste deformate sono tutte quelle die si ottengono 
ridiicendo (come è sempre possibile) In superfìcie data a superUcie di normali 
principali per una qualunque traiettoria ortogonale. Infatti dopo un tal movimento 
della superficie, l'equazione precedente deve essere soddisfatta da u = fe essendo 
k una costante, deve dunque essere : 

&» (P + M»(f{t))) + ft(Q + 2N ?(w)) + S + 9(r) ::. 

e quindi 

Pfc' + lift + S 
'^'*'^ M»k» + 2Nfc+l 

e possiamo concluderne : 

a Nota una superficie rigata sono anche note tutte quello deformate che si 
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« deducono da essa riduccndola a supcrlicie di normali principali per unaqualun- 
H que traietloria ortogonale delle generatrici ». 

4. L'equazione delle assiototiche non s'integra che in casi particolari. Però 
è facile vedere come datn nna supcrDcie rigata S qualunque , esista un numero 
ìnGnito di superficie righile applicabili sopra S e per ognuna delle quali l'equazione 
delle BBsintotiche si rìiluca alle quadrature. Inratti sia 

u = 4- iv) 

l'equazione di una linea tracciata sulla ?. Questa linea si può rendere assintotica 
deformamlo la S: dunque esiste una corrispondente forma detta funsione f(v) per 
cui questa deformazione si verifica e questa forma si troverà ponendo u = 4'(r) 
nella (!) e risolvendola rispetto a if{v). 'Hi trova cosi: 

'^^' M»(<Kcj)»+2N(j'(PJ +1 

l'onemio allora nella (2) questa forma particolare della ;(f) otterreoio roqu.i- 
zione delle assìntotiche della deformata S, ; ma di questa equazione si conosce un 
integrale particolare 

K = iji (v) 

quindi csea si riduce lineare del 1* ordine e perciò all^i quadrature. Dunque ad 
ogni forma speciale della funzione ^(v) corrisponde una forma speciale di [;(c) e 
a questa una superficie S, la quale gode la proprietà clic le sue lince assintoliclm 
sì determinano con sole quadrature. 

5. ScpenFictE riqate coniugate - Assumiamo per direttrice di una superdcic 
rigata qualunque la sua linea di stringimento C. Indichiamo con 

(cosa ; cosp ; cos-;;) ; (cos5 1 cos:i ; cosO ; (cosX ; cos|i ; cosv) 

rispettivamente i coseni di direzione della tangente , della normale principale e 
della binormale di C; con o e con r 1 raggi di 1* e 2* curvatura. Si ha quindi: 

/ I cosai- »icos3 +ncos'if = costì 

(1) I IcosS-rmcosij + ncos!;= -pson9-0' 



\ (cosX + mcosit + nco8v = sentì- Vi -p*6» 

essendo 9 l'angolo della tangente alla linea di stringimento con la generatrice ret- 
tilinea passante per il punto di contatto. 
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Intanto risolten'lo rispetto n I ; m ; n le precedenti equationi si trova : 



l = C08 a ■ cos 6 + C08 5 ■ p ■ sen • 0' + cos X • sen 9 ■ \/l - p* 0' 
m = cos p • cos 8 + eo8 )] ■ p • sen 6 ■ 6 ' + cos ji ■ sen 9 ■ "Ji - p' 6* 



n -co8i:cos8 + cos!;p>sen0'6 -l-cos v-seoO- VI -p*6* 

Se s'indica con o l'angolo della bÌnorm;ile iilla linea di stringimento con la nor- 
male alla superGcie o con X ; T ; Z i coseni ili direzione di quest'ultima retta, 
abbiamo : 

X = sena- cos ^ + cos o- cos X 

T = sen 9 • cos 1] + cos o ■ cos jj- 

Z = sen 9 -cos!! + cos o- cos v. 

Moltiplicando la 2* delle (1) per seno; la 3* per coso e sommando si trov» 

COSO' ^\ — p- 6» = fO' seno 



essendo dv l'arco elementare della direttrice. 

La formula precedente definisce per mezzo degli elementi p e o l'angolo delle 
generatrici sulla linea di strin^jimento. Viceversa si può dimostrare clic se per una 
linea C tracciata su di una superficie rigata si sa die l'angolo della sua tangente 
con la generatrice passante per il punto di contatta !• la funzione definita dal 
3" membro della formula precedente, tal linea C non può essere altro che la linea 
di stringimento della superficie. 

Infatti per questa linea deve essere 

(cosa + nicosp + ncos'i; = cos f / • — tip -t ftj 
(cosi + mcosn + n cosi; = coso- sen (/ — dv + Itj 
UosX +mcos|ji + nco8v = Benc-senn — dt) + ftì. 
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Risolvendo rispetto a I ; m ; n ; 



l = cosa CCS f / — dv f ftì - cos § cos o scn M dv + k) + 

+ cosi seno seti M — -dv + hj 

m = cosp-cos( j ^^dr + ft) - cosi] cosasene dv + h) + 

//coso, ^\ 
+ cosiJ,'9en«sen( ( dv + hj 

n = co9Y-co8f| dv +7ij -cosi; coso sen f / dv + h) + 

/ f coso j ^\ 
+ cosvsenc sen 1 / dv + hj. 

Cnlcolando St'cosa si trova : 

2 e cosa -0 

ciò che indica che la direttrice è la linea di stringimento. 

Possiamo quindi enunciare il seguente teorema ■■ 

(I La condizione necessaria è suflleiente aninchè la direttrice sia !a linea di 
(1 stringimento è espressa dalla relaziono : 



( coso 
~i P 



dv + cost. 



a essendo 6 ; e ; (> rispettÌTamente l'angolo della tangente alla direttrice con la gè- 
» ncratrice che pussu per jl punto di contatto ; l'angolo della binormale alla diret- 
g; trice con la normale alla superficie, il raggio di prima curvatura della direttrice t. 
6. Dal teorema precedente segue che se due superQcie rigate si toccano lungo 
la loro comune lìnea di stringimento e 0, e 0, sono rispctlivamente gli angoli di 
questa linea con le generatrici dell'una e dell'altra superflcie, si ha : 

0, =/ 5525 d„ + cosi. ; (, = f5H?* + „st. 

e quindi 

0, - Oi = cost. 
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cioè: 

« Se «lue superfìcie rif;ate si toccano lungo la comune linea di stringimento, 
« esse hanno le generatrici corrisponilenti inclinate le une sulle altre di un an 
• ifolo costante n. 
7. Dalla formula 

i-cose,, 



.=/^ 



- dv + cost. 



per 0=^ si ha 0--cost. : sì ritrova cosi un risultato già ottenuto dui Bonn et. 

( Se una linea dì una supcrDcio rigata ù contemporaneamente linea di stringimento 
t e geodetica, incontra le generatrici sotto angolo costante ». 
Per = si Ila 

fi f ''*' . 



ossi» : « La condizione necessaria sufltciente perchè una linea di una supcrQcic 
s rigala sia contemporaneamente assiiitotica e lìnea di stringimento b 



8. Le rette die passano per i punti centrali delle j;cncnitrici rettilinee di una 
superflcic riguta e sono ognuna la posizione limite dcll.i perpendicolare comune 
n due generatrici infinitamente vicine costituiscono una siiperHcie rigata cbc si 
cliiama coviugala della primitiva. Viceversa questa è la coniugala della sua con- 
iugiita. Dalia definizione che si può dare del piano tangente u una supcrRcic rigata 
in un punto della sua linea di stringimento risulla subito che due superficie ri- 
gale coniugale sì toccano lungo la comune lìnea di stringimento il pian tangente 
comune essendo il piano delle due generatrici corrispondenti. 

Due tali superQcie costituiscono un caso particolare di quello considerato al 

S C ; il caso di 6, - 0, = ;^. 

9. Eirerianio una superficie rigata Sg alla sua linea di stringimento come di- 
rettrice e alle generatrici. Caratterizzando con l'indico i gli elementi relativi alla 
superficie coniugala S, , avremo: 

(/, + mm, -i-iin, = 

(( + l'tiv) f, f {<)> + in' <li-) 111, -t-(ii + 11' i^r) II, = 
da cui 

- m'ii Ili' — ii'i lui' — l'ili 



;, = - 



M 

31 
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risulta quindi 



Z',-'= 



J)' 9' r' i / 

1 m n -1\ I 

' " \/ 

V m' n' w 



1 


£!,,■ 





III'' 


■1 











E' 



C08 6, = S (j p' = Vi - (- (p')* = sen 6 

e resta conformato anciic analiticamente clic due superficie rigato coniugate si 
toccano lunijo la comune linea di stringimento. 

Se dunque l'eicmcnto lineare di una superficie rigata quiindo la dircllrice e 
la linea <li stringimento assume la forma 

Js' = (Ih* + 2 costì du clv + (M' it» + 1) dv- 

l'elemento lineare della coniugata S, sarà 

ds,» =; (iu,* + 2 scn tì dw, dv + (M,* h,* + 1) lio*. 

Determiniamo H, per mezio degli clementi della superficie So. Si lia perciò 



!,■ 



jiiii ' — m"n 



-y7 (wm' - l'i'/i) 



Im" — l"m M' ,, , „ . 



) Quindi : 



M,> = £ I," = ^p + ^ 1 S I'" + (E 11")' I - 2 -^ £ (mn" - m"ii)(mii' - m'n) = 
= p + -jj|2r'+ (Siivi -2§ 12 l'r-SII"SII'|. 



CSil")' = M' 
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Consideriamo le due coniugate di due derunnate dì una medesima supcrQcic 
rl},'ata. Sìccoine 6 non varia nelle deformazioni, cosi perchè le due coniugate siano 
;:pplicabili bisognerà che la funzione M, sia la stessa per entrambe le coniugate, 
dunque : 

B La condUione necessaria e sLilTIcicnlc afUneliè le varie coniugate delle pos- 
? sibili deformazioni che conservano rettilìnee le generatrici dì una medesima su- 
1! perlicie rigala siano applicabili fra loro 6 clie la funzione li"* non muti defor- 
( mando in tutti ì modi possibili la -superllcic Sg ». 

1 Due supcrflcie rigate e coniugate fra loro sono applicabili se la tangente 
1 alla loro comune linea di stringimento è bisseltrice dell'angolo formato dallo 
<: generatrici che passano per il punto di contatto e se 

Segue. per un noto teorema del Bonnot. 
« La linea di stringimento dì due superGcie rigate coniugate o applicabili È 
1 seodelica per entrambe ». 

IO. Calcolando la curvatura totale della superficie coniugata si trova 

*~ 1m,»u* + cos*oJ ' 
humjuc la coniugata di l^g è sviluppabile nei due soli casi 



2» ; M* + 1C'»^H» 

ad 1' caso la coniugata coincide con la sviluppabile oseulatrice della linea di strin- 
gimento (li S, ed e l'unico caso in cui lo due coniugate in luogo di toccarsi si 
tagliano normalmente ; nel 2° caso la coniugata è un cilindro. 
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Le Bapurfloie rigate inerenti a una onrTa a doppia oarvatara. 

11. .Noi intenduimo per tali stipcrficio le seguenU : 
1° Il luogo {Ielle normali princiiiali ; 

2<* il luogo delle biiioriiiiilì ; 

3" Il luo^o ilogli assi (Ielle eliche osculatrici ; 

■1" Il luogo (Ielle langi'iili clic è nndic l'Iuvìluppo iIl'ì piani oscijl:itorì e si 

clii;iin;i svili)|)pabìle osniblricc ; 
ì" 11 luogo ììpWo rette iL'Itìflcanfi che è anclic l'inviluppo dei piani rcllili- 

ciinti e si cliiiiniii sviluppahile rcllillciiiite ; 
6" L'inviluppo (lei pi;inì normali, o sviluppabile polare. 
Faremo uso delle seguenti notazioni. In iichercnio con 

p il raggio di flessione, o di 1" curvatura della curva 
r il raggio di torsione, o di 2* curvatura della curva 
cosa ; cos^ ; cosf i coseni di direzione della tangente della curva 
cosi ; cosi] ; cosj; i coseni di direzione delb normale principale della curva 
cosX ; cos^ ; cosv i coseni di direzione della binormale della curva 
V arco della curva. 

l" La superfloie luogo delle normali principali. 

12. Se si riTerisce la superQcie alia curva data come direttrice e alle gene- 
nitrici rettilìnee e si calcolano le funzioni date al § I per una superficie rigala 
qualunque tenendo conto delle Tormule di Frenet, abbiamo 



pr (io \ ° p/ r» 

dove gli indici indicano le derivate rispetto a v. 
L'elemento lineare della superficie è 



d.' = ,i„. + j(l. + ^)u'. 
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l'equaiione della lineii di Btriiigimento 



p' + r^ 
il coellicicnte di distribiiKJone del pian tangente 



13. Della funzione M* si può dare con molla Tncilità un significato geometrico 
inlim.imcnte collegato con In natura della siipcrllcie che noi stuliamo. Ecco come: 

fecondo le notazioni adottato noi rappresentiamo con cos^ ; cosi] ; cos!^ i 
coseni di direzione delh normale principale wA punto della curva in cui il suo 
arco ha il valore v; indìcliiamo con cos^, ; cos);, ; cos£, i coseni di direzione 
ilclln normale principale nel punto inQnitamentc vicino v-ì-dv, avremo allora: 



, . /eoe a cosa\ . 
C0S4, = cosS - ( H ) dtJ 

/cosS cosA , 
cos>i, = cos 15 — 1 — !--+ — -] dv 
\ p r / 

/COSY cosv\ , 

così;, = cose -I — - + 1 dv 



duni^ue rappresentando con dk l'angolo infinitesimo di due normali principali con- 
:-eculive sarà 

Il cosS COSI] cose j' 

Bcn* dk = l |i 

I. cosi, COSI), cos Ci il 

e a meno d'inllniteBimi d'ordine superiore al primo 

\dv) - pi + r» " " 

il rapporto v- si suol chiamare la curvatura lolale della curva e il suo inverso 

che indicheremo sempre con R, raggio di curvafttra lolaic. 

Va funzione H* sta dunque a rappresentare in questo caso la curvatura totale 
della curva data, altrimenti il rapporto fra l'angolo infinitesimo di duo genera- 
trici consecutive della superficie e l'arco elementare della curva. 

Impiegando la notazione del raggio di curvatura totale l'equazione della linea 
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di stringimento e il cocHìcicote di distribuzione del pian tangcnle divengono ri- 
spettivamente 



a. La supcvOcic delle nonnali prìncìiiati non è sviluppabile se non quando la curva 
« ò piana ». 

14. Qualunque supcrflcic riirala può rcnilcrsi superOcìc di normali principali 
per una iinalsiasi traiettoria ortogonale delle generatrici giacché basta dcfonuarc 
la siipcrricic in modo cbe la traiettoria ortogonale divenga assintolica ; però non 
ò ugualmente vero clic presa una siiiicrlicie rigala qualunque essa possa riguar- 
darsi come la superllciG delle normali principali di una Iriiieltoria ortoj^onale <)cllc 
gencrfitrici. Perchè questo avvenga occorrono delle condizioni che ora ci propo 
niamo di Irovare. 

L'equazione delle assinioticlie non rettilinee è 

2 VM* - N»- dii + (Pit* + Qii + S) de = 

assumendo per direttrice una traiettoria ortogonale i( = cost. la condiziine cercata 
sì otterrft ponendo u = k nell'equazione precedente; si trova cosi che questa con- 
dizione è espressa dalla relazione 

_ n _._ .lnt_t i)u 

(«) 

oppure dall'altra 

^_-Q- 

2P 

od anche conlcuiporaiieamente da entrambe, dove A, e A, sono eostanti reali. 

Quando è soddisfatta la (<a) l'equazione della curva C di cui le normali prin- 
cipali sono le generatrici della superllcie è 



*, 




-Q+VQ- 


-il'8 


~Q- 


JP 






■V«= 


-tPS 



_-<ì^ ■Jv-ifS 



2P 

Se è soddisfatta la (^) l'equazione di C è 



2P 

^e sono soddisfallo entrambe, la suporflcie data ò il luogo delle normali principali 
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comuni a due curve le cui equazioni sono 



-Q + VQ*-4P S _-Q- ^/Q*-tPs 



2P ' 2P ' 

La condizione che il discriminante Q*-IP3 sia positivo ò inutile porla; essa t 
implicitamente contenuta nell'altra che A:, e ^ siano costanti reali. 

Se finalmente si volesse che la superficie data Tosse superflcic di normali 
principali per la direttrice » = 0, l'unica con'ÌÌKÌone da porsi sarebbe 

S = 0. 

Itesulta quindi : 

I Fra lo assintoticiic non rettilinee di una superficie ri<^ata non pifi di due di 
it esse possono essere traiettorie ortogonali delle genenitrici senza che lo siano 
" tuite n. 

Oppure : 

e Una superfìcie rigata non può essere il luogo delle normali principali comuni 
n a più di due delle traiettorie ortogonali delle generatrici senza esserlo per tutte ». 

Se la superllcie è il luogo delle normali principali comuni a tutte le traiet- 
torie ortogonali delle sue generatrici , il sistemfi doppio delle sue assintotiche è 
orlogonale, quindi la superAcie è d'area minima o dovendo essere rigata non può 
essere che l'elicoide a piano direttore. 

IS. Come applicazione dei risultati precedenti cerchiamo a quale condizione 
deve soddisfare una curva C affinchè la superficie S^ delle sue normali principali 
sia tale anche per un'alira curva. Seconilo le considerazioni del § procedente per 
la superllcie Sg abbiamo le due condizioni 



- VQ'-iPS 



2P . '^-^ 2p 

Di queste la 1* esprimerà che S^ è superficie delle normali principali di C; l'altra 
sarà la condizione richiesta. 

Servendosi dei valori di P . Q, S espressi per p e per r (§ 12) le due equa- 
uoni precedenti divengono 

'lfr> f<r) I- 
Ih I' ci dico jnfatli che Sp 6 superficie dello normali principoii di C ; la S* è la 
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conOizione richiesta. Essa può anche scriversi cosi : 






da cui integrando 



e quindi 



die è la relazione trovata per la prima volta dal Bertrand. 

16. Abbiamo già scrìtto al § 3 l'equazione generale delle assrntotiche di una 
superficie ridata e abbiamo nncbe osservato, come questa equazione in generale 
non s'integra. Il caso che ora trattiamo & uno dei poclii cho fa eccezione, inratli 
l'equazione di queste linee diviene nel nostro caso 



P»r» 



U»-U-Y + 2— = 0. 



per u, l'equazione lineare del r ordine 



•^Ai 




7<l ,/7 


-"-%»+ = ! : 
p' ' 




Ì-J7 


"°i 





I l'intcgrasiìono il ridotta lille quadrntiirc. Se l;i curva data ù un etica 
- = cosi. c;oi ILZÌl - 
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n = ft ^/r ; fc = cost. 

t Un'iissintotica non rettilinea della Bupcrilcie delle normali principali di una 
K dica intercetta sulle generatrici dei segmenti proporzionali alla radice quadrata 
I del raggio di torsione». 

n. È noto elio il piano tangente in un punto A di una superficio rigata è 
normale in un altro punto B della superflcic situato sulla generatrice clic passa 
per A e viceversa il piano tangente nel punto B 6 normale in A. Le coppie di 
punti analoghe alla coppia A ; B generano sulla generatrice AB una involuzione 
di cui il punto centrale è anche il punto centrale liclla generatrice stessa. Se 
ù questo punto e avremo dunque 

OA-OB=cost. 

L'angolo che il piano tangente alla supcrlicìc in un punto ili una generatrice 
l fa col piano tangente nel puiilo centrale di i dipende dallo Tunzioui JI ed Pf e 
tiuiuiii non cambia flettendo la superlìcie ; dunque flettendo la superficie la invo- 
luzìuue AB non cambia su ciascuna generatrice, se cioè A ; B sono punti coniugati, 
ricH'ingono coniugati qualunque sia la flessione che subisce la superficie ; segue 
die su di ogni generatrice la costante dell'involuzione AB non varia comunque la 
superficie si fletta. Per trovare sopra ogni generatrice il valore di questa costante 
(lerurmiamo la superfìcie Tmcliù divenga superficie di normali principali per una 
traiettoria ortogonale C delle generatrici. Se A è un punto lii C e B è il relativo 
centro di curvatura, A e B costituiscono una delle coppie dì punti coniugati ap- 
partenenti all'involuzione di cui abbiamo giii parlato e inTalli è nolo che la super- 
fìcie delle normali principali e la svi]u])pabite polare di una curva si toccano lungo 
la linea dei centri di cunatura dunque il piano normale in A alla superficie delle 
normali principali b tangente in B alla stessa superlleie. Se dunque è il punto 
centrale della generatrice AB, si La: 



n' 



e quindi 



Abbi.imo già osservato die l'involuzìonj AB non cambia flettendo la Kuperficìe ; se 
du»r|ue derormiamo questa superficie fiiiclié diviene il luo-o dello normali prin- 
cipali per un'altra traieUuriti ortogonale C^ ohe dopo la flessione acquisti i raggi 
roL, uni. 32 
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; r^ ; R; avremo : 



U/ 



OA OB = OA(OB, 



« Se si tlcrorniii una superflcie rigata successivamente a superficie <lì tiormalì 
B principali per le trjiicUorio ortogonali licllc generatrici ; queste traiettorie acqui- 
» stano raj^i^i <li curvatura tali clic la funzione 



non cambia da traiettoria, a traiettoria u. 

18. Consideriamo ora una linea trnecinta su di ujia superficie vignata qualua- 
quc. Essa incontra le generatrici nei punti consecutivi A, ; Aj ; A, ; . . . i punti 
coniu^-ali B, ; 1); : Itj ; ... CDSliluiranno pure una lìnea continua pcrcliè le lunghezze 
consecutive (0,A, ; O^Ai) ; (OjAg ;.);.. difforiscono iiifinitamcnlc poco fra loro e 
la costante dcllinvoluzione varia con continuiti') nel passare da generatrice, a gene- 
ratrice. Cliianicremo coniugate In due lìnee 



A, A, A,, 



Ks^e si mantengono coniugate per o;;ni flessione della superficie. 
Itolativnnicntc a queste linee risulta : 

« Le lince coniugate delle traiettorie ortogonali delle generatrici sono distri- 
li buite in modo sulla superficie che ognnua di esse diviene la linea dei centri di 
t curvatura della traiettoria coniugata quando la superficie diviene il luogo delle 
ti normali principali dì questa traiettoria n. 

Il piano tangente alla superficie è piano osculatore deirassintolica passante 
per il punto dunque : 

V Un' assintottca è lo spigolo dì regresso della sviluppabile inviluppo dei pinni 
a normali alla superficie contenenti ognuno la generatrice lungo la linea coniugntìt 
« dell'assintotica i;. 

Riguardo all'elicoide rigato d'arca minima, abbiamo ; 

n L'eliche di un elicoide a piano direttore BOno a due a due coniugate, quelle 
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>r ili una stossa coppia sono tuli dio unu è il luogo dei centri di curvatura dcl- 
([ l'altra ». 

19. Sia So hi siipcrQciu di'llc normali principali per una curva C dì ra^gi 
i ; r ; B ; dcfuriniamola nella superficie luogo delle normali principali di una tra- 
iL'Iluria ortogonali! C, delle generatrici di S„; sia Aj la distanza costante fra C e C,; 
^, ; r, ; K, siano i ra^ri,'! die acquista C^ dopo clic S^, ha subilo la dcTormazìone. 
Secondo ì teoremi del § 17 avremo la relazione 

B» Et» 



litollro — rappresenta la distanza clie passn fra C e la linea di stringimento di 

So prima dio S^ si deformi ; — ^ rappresenta la disianza fra 0, e la linea di strin- 
gìiiiciito di So dopo clic So Ila subito la deformazione. Sarà dunque 

P( P 

ila questa e dalla (I) possiamo togliere fi ed r, in funziono di f> e di r 



' i-fSL + sì _' - - 



li' 



r, r /il" , \> li' 



ijuoste furiiiute ci danno i raggi die acquista una traiettoria ortogonale C; delle 
normali principali di una curvn C quando queste normali principali divengono 
quelle di Cj espressi per i raggi die possedeva C priniu che le sue normali prin- 
iripiili subissero la delta trasformazione. 

Esse ci esprimono anche il seguente teorema : 
^ Tutte le curve le cui superQdc di normali principali sono applicabili sopra 
f la sopcracic delle normali principali di una curva dì raggi p di r sono defluite 
* per mezzo delle corrispondenti funzioni p, ed r^ dalle due formolo (2) prcceden- 
« temente trovato w. 

'iÙ. Se nelle (2) del $ preccilente secondo le notazioni dei §§ I e 12 si pone 
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a c 3 rispettivamente, si otteng^ono le altro due 



Ifl quali risolvono il problema più generale. 

fl Data una suporllcie Tìgntn. qualunque rircrita alle generatrici e alle loro 
n tniìcttoric ortogonali, ileterniiuarc i raggi clic acquista una traiettoria oriolo- 
K naie Tj elio dista di ft, dalla dirctlriec, quando la superficie si flette riOuccn- 
« dola il luogo dello normali |irincipa!i di Tj n. 

2.° La superfìcie luogo degli assi delle eliche osculatrici. 

21. E noto die una curva i^o'bba ò determinata a meno dì movimenti nella 
spazio quando .si conoscono i suoi raggi di curvatura in funzione dcllarci- » della 
curva. Per fissare una di queste posizioni nello spazio basta dare la posizione di 
un suo punto, della tangente e del piano osculatore iu esso ; dunque l'elica circo- 
lare elle in un puulo M di una curva In comuni con essai raggi di 1' e 2* cur- 
vatura, la langcnlo e il piano osculatore È perfettamente determinata e siciliana 
I Telicii osculatrico della curva data nel punto M ». 

Quest'elica ha pure comuni con la curva la normale ]irincipalc, la binonnalc 
quindi il piano rettifìcanle (piano della tangente e della binormale). L'angolo della 
retta rettificante (la retta ili duo piani rcltidcanti consecutivi) della curva con la 
tangente 6 una funzione dei rag;>i della curva stessa e siccome questi raggi ap 
partcngono anche all'elica osculatricc cosi ne tiene clic anche la retta rettificarne 
sarà comune alla curva e all'elica osculatrice. 

Ma la retta reltiiìcantc è perpendicolare a due normali princi|)ali consecutive, 
dunque agli elementi già notati comuni alla curva e all'elica osculatricc sono d.i 
aggiungersi anche le direzioni dì due normali principali InDnitamente vicine. 

Per ognuno dei punti di una curva a doppia curvatura passa una di qucsli; 
eliche; il luoijo di tutti i loro assi costituisce una superficie rigala che ora va 
gtiamo studiare. 

22. Cominceremo dal determinare la direzione dell'asse di ogni elìca osculii- 
Irice. Siccome ipu'sl'assc è parallelo alla retta rctliricantc dell'elica e quindi dclhi 
curva data bastarà associare l'equazione del piano rcttìllcante nel punto x:y;: 
col piano rettificante nel punto consecutivo sicché la retta rettificante sarà quella 
comune ai duo piani 

(X-a;)cos5 + (Y - i/)cos>i + {Z -z) co5i;= 
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dunque : coseni «li direzione iliilia rcitn rctliflciinte, o dell'asse dell'elica oscula- 
trìcc saranno ; 



(I) 



im = B; 


1 cosa 


.._^J 


ili = U ; 


Icosp 


COS[JL \ 




P ) 



i cosY eosv 



cosp = a i — '- 



Quiadi indicando con II l'nngolo itella t^ingentc colla retla rcttillcantc 

{2j tang li = - 

? 

e con rt il ntggio della sezione rcltii del cilindra clie contiene l'elica osculatrice 

SHfà 

Il - 6 scn* H = — . 
P 

Per conseguenza T equazioni dell'asse dell'elica osculatricc potranno porsi sotto 

la forma 

p(Y-ì/)-^cos)j__ptZ-a) -R»cosC 



^cosa — r cDsX pcosj; — rcos;* pcos^ — r cosv 

?3. Per mezzo delle formule prcccilcnti si dcterminsi molto fficìliiiente di quale 
ordine è il contatto fra la curva e la sua elìca osculatricc. Osserveremo perciò 
che quest'elica potrebbe anche dellnrnii come t'elica che ha comuni con la curva 
tre punti conseculivi e la retta rettìGcante. iVc conseguirebbe infatti che essii 
avrebbe n comune con la curva anche il piano osculatore, la tangente, la normale 
principale. In binormalc, il pÌa:io rettificante, il cerchio osculatore, dumiue il raggio 
di Hcssionc e per la (2) audio il rnggio di torsione. Mentre esiste una sola elica 
circolare che ha a comune con la curva tre punti inflnilamcnte vicini e la rctla 
rcttiflcante ; ne esìstono un numero ìnAnito che passano per ì tre punti inQnìta- 
mente vicini- E infatti siiino )I,;M, ;}I, questi punti, tiriamo per essi tre rellc 
u|,'ualmente inclinate (e parallele) sulle tangenti BI, M, ; M, V, e tagliamo quelite 
tre rette con un piano perpendicolare ad esse ; si ottengono cosi tre punti i qujili 
definiscono un cerchio che può riguardarsi come scsionc retta di un cilindro cir- 
colare sul quale è tracciata un'elica passante per i punti M, ; M, ; M,. Ora esistono 
infinite direzioni ugualmente inclinate sullo tangenti MgV, ; M^Mj dunque esistono 
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inllnilc elicile cìrcul;iri passanti per BI, ; Rlj ; M,. Fra tutto queste l' elici osculii- 
tricc è ()iiellH che si scosta meno dalla curva perdio essa lia a comune la reità 
rettificante, dunque l'ordine del cont:Ulù fra l'elica osculatricc e la curva k su- 
periore al secondo perctic l'ordine del coiitittu fra la curva e le altri^ eliche pis- 
santi per i punti M, ; Mi ; HI, ò :ip|iunto il sccon io. Però quest'ordine quantunque 
superiore al 2" non può in generalo arrivare al 3" pereliù allora ilovrcbbero coin- 
cidere quattro punti infinitamente vicini dell'elica e della curva e quindi i centri 
delle risjiettìve sfere osciilatrici. Ha il raggio della sfera osculatrice della curva 
è dato da 

S» = p» + r'p" 

per l'elica ò p' = quinili S=p ciot; dovrebbe il centro del cercliio osculatore 
essere anclic il centro della sfera osculatrice ciò clic non avviene per le curve in 
•.'Cnerale, ina solamente per quelle il cui raggio di flessione è costante. 

Riassumendo, possiamo dire clic « il contatto fra l'elica osculritricc e la curva 
« 6 di un onliuc coinprcso fra il secondo e il terzo: è del l<'rzo solamente per 
« quello curve il cui raggio di flessione è costante u. 

24. Come il ra^'gio del cerctiio osculatore serve a darci una misura del quanto 
la curva si scosta dalla tangente ; cosi noi possiamo ugualmente determinare un 
elemento che serviri^ a misurare ili quanto la curva si allontana dall'elica oscu- 
latrice; e questa luiaura si otterrà evidentemente diviilendo per l'arco clemeiilarc 
l'angolo infinitesimo formato da!;li assi di due eliche osculatrici inUnitamenle vi 
cine. Abbiamo già rappresentato con 

cosni ; cos n ; cosjj 

i coseni di direzione dell'asse dell'elica osculatricc in un punto della curva in cui 
l'arco Ila il valore v; nel punto infinitamente vicino v + dv essi diverranno: 



CDSp, = cosj» + - 

dunque indicando con di; l'angolo suddetto sarà 

Il cos;/i cosH cos;j 
sen' da = 

|l COSXt, COSI), COSJ), 
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u a mano d'inQnitesìmi del secondo ordine 



ilV 






ciic è hi misura cercala. Essa tnrutti è nulla per tutte le eliche e in particolare 
|icr quelle clic liiinno a comune con la curva nel punto consideralo la tangente e 
il piiino osculatore. Noi chiameremo questo rapporto curvatura elicoidale e il suo 
inverso che rapprcsenlorcino sempre con la Ictteru E il raggio di ciirvaluru eli- 
coidale 






2S. L'asse dell'elica osculatricc essendo parallelo alla retta reltiflcante è per- 
[icndicohirc a due normali principali infinitamente vicine dunque la superfìcie luogo 
ilellc normali principali e quella luogo degli assi delle eliche osculatrici sono due 
siipcrDcie rigate couhi.^ate e per esse varranno tulle le consiflerasroni svolte ni 
§ 5 e seguenti. 

Per queste due supcrlliric possiamo quindi enunciare i seguenti teoremi : 
« Esse si tocchino lungo la comune linea di strìiigimciilo la cui equazione è 



— = cost. 

(■ 

la supcrllcie degli assi delle eliche osculatrici ò sviluppabile e coincide precisa- 
mente .con la sviluppabile osculatrJce della linea di slringimeuto della superfìcie 
liflle normali principali lungo la quale linea le due superfìcie in luogo di toccarsi 
si lagliano ortogonalmente. 
Se dunque 

— = cost. 



la linea comune allo duo supcrflcie gode le seguenti proprietà : 
u È traieltoria ortogonale dello normali principali; 
I E geodetica e linea di stringimento della snperllcie da esso generata. 
H £ spigolo dì regresso del Inogn dogli assi delle elicile osculatrici »■ 
SS. Non solamente nel caso in cui 

— = cost. 

p 
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avviene che la linea di stringimento della super6cie delle normali principali siii 
geodetica della superficie ma per il teorema di Bonnet quando è costante r<in- 
golo sotto il quale questa linea taglia le generatrici della superficie ; se questo 
angolo s'indica con ; si ha 



r(?) 



dunque se /e è una costante possiamo enunciare il seguente teorema : 
il Le curve per le quali si ha 



(tv 



i^)^ 



n godono della proprietà che la linea comune al luofi^o delle normali principali e a 
a quello degli assi dello eliche osculatrici oltre :l essere per entrambi line;i di strin- 
K gimento è geodetica e incontra sotto angolo costante le generatrici tanto dell'una 
n. quanto dell'altra superficie ». 

Fra queste curve sì possono lercare le eliche. Abhiamo allora le due oondi- 
xioni per le funzioni p eà r 

: = „, . f(J51) = A,ii 

p (/« \ p / ' r 

dove li, e h^ sono costanti ; da queste risulta 



Se Po e v„ sono rispettivamente il raggio di curvatura e l'arco della sezione retta 
del cilindro sul quale giaco t'elìca segue ancora 

Po = h «0 

dove I13 è una terza costante ; l'elìca b la cilindro-conica. Essa perciò ò la sola 
elica all'infuori dell'elica circolaro per la quale sia geodetica di;il.i superficie luogo 
delle normali principali la linea di stringimento della superficie stessa 

3° La superflois luogo delle binormali. 

21. L;i superficie delle binormali di una curva è una superficie rigata non 
sviluppabile altro che nel caso che la curva data sia piana. So si prende per di- 
rettrice Ih curva le Tunzionì M ed fi del § I sono date da 

SP= -.- ; X = 0, 
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Seguo che la direttrico è lìnea di stringimento onde : 

« Una curva è traiettoria ortogonnlo, geodetica e linea di stringimento dclln 
n superltcie luogo delle sue binormnli n. 

n La condizione necessaria e sufllcionte allinchè le stiperUcic delle binormali 
ir di due curve siano applicabili è che le curve date abbiano lo stesso raggio di 
n torsione n. 

23. La siipcrlicie coniugata di questa è costituita dalla sviluppubile oscula- 
trice e lungo la loro linea comune queste due supcrRcìc sono ortogonali (g 10), 
Se la superficie delle binormali di una curva C deve essere superficie di normali 
jirincipali per un' altra curva Co ; i ra^igi di Cg debbono evidentemente {§ '^5) es- 
sere legati dalla relasìone 



In questo caso la superficie degli assi delle eliche osculatrici di Cg coincide con 
la sviluppabile osuulatrìce di C. 

39. Consideriamo un caso particolare che conduce a una deformazione note- 
Tole della superficie luogo delle binariuali. 

Supponiamo che la curva data abbia costante il suo raggio di torsione, allora 
è noto che la su[ierAcie delle sue binormali è applicabile sull'eltcoiile a piano di- 
rettore ; ma a sua volta quest'ultimo è applicabile sul catenoide ed è pure noto 
clic l'asse dell'elicoide si distendo sul cerchio di gola del catenoide, abbiamo dun- 
que il seguente teorema ; 

a Esiste una deformazione della superficie luogo delle binormali di una curva 
1 a torsione costante per la quale la curva data si può trasformare in una cir- 
' conferenza. 

1 Questa deformata è il catenoide. 

9 II cerchio su cui si dispone la curva data è il cerchio di gola del catenoide o. 

i" La sviluppabile osculatrìce. 

30. Caratterizziamo con l'indice I tutti j^li elementi relativi a una evohcnte 
della curva data ; avremo ; stì ce ; y ; z sono le coordinate di un suo punlo 

ar, = a! - r C08 a ; y, = y — veos^ ; z,=iZ-vcos-^ 

differenziando, quadrando e sommando 

dv, — — dv. 
P 

cosa, = — cosS ; cos^, = — cosi) ; cosYi = - cose 
voL. zxvii. 33 
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e per il rìiggìo di flessione 



I /v /icosaA' 

p7 = V2-(,-3i— j' 



p, \*J \ di', / Ite 
per le dirCKÌoiii dclln nortimle principale ^-l)ino^nale 



T, cosa e 
COSI], =R ) — - + - 



„ cosX cosa 
cosi, = R f 



Da queste Tormule risulta : 

<i La tangente e la binormale deirevolvcnto sono rispettivamente parallele alla 
n normale principale e alla retta rettificante della curva data u. 

Seguo che nei punti delle CTOlvnti situati su di una stessa tangente alla cuna, 
le loro tangenti sono parallele fra loro e cosi pure le binormali, quindi le normnli 
principali, per conseguenza le rette rettiGcanti e gli assi delle eliche oscnlatricì' 
Dunque ; 

« Le superDcic degli assi delle eliche osculatrici di tutte lo evolienti costitui- 
■ scono una serie di superficie a generatrici parallele >. 

Per il ragigio di torsione dì una efohente si ha : 



Tt V ptJ do \r/ 



(t Le evolventi dello elicile sono curve piane ». 

31. £ noto che la curva data gìAca sulla sviluppabile polare comune a tutta 



,y Google 



)( 259 )( 

le sue cvokcnti ; niii questa superQcie è l'inviluppo dei piani normali delle evol- 
venti i quali sono piani rcltiflcnnti della curva data ; dunque : 

« La sriluppabìlc polare di tutte le evolventi ò la sviluppabile rcltidcante 
t della curva data u. 

IT Lo spigolo (li regresso della sviluppubilo rettificante della curva data è il 
I luogo dei centri delie sfere osculalrici delle evolventi ». 

it. La distanza u che passa fra un punto di una evolvente e il punto cen- 
trale della normale principale dell'evolvente cbe passa per quel punto è data da 



n," 



Ma per la (2) del § 21 si Iia : 



dunque 



« = p, sen'llj 
tanjj'H, = -^ 



de \rJ 



ossia tang*!!, e per conseguenza sen*n, è costante per lutti i punti dello evol- 
venti situati su di una medesima tangente alla curva data ; dunque il valore di u 
in questi punti è pro[ioriion!ilc a p,. Ora se U è il punto di contatto di questa 
tnn^eiite con la curva data si vede subito cbe i centri di curvatura delle evolventi 
liei punti di esse situati sulla tangente in H sono tutti su di una retta clic passa 
pur M. D'altra parte le normali principali delle evolventi in questi stessi punti 
sono parallele, dunque ì punti centrali di queste normali principali sono anche in 
linea retta con M, o altrimenti : 

« Le lìnee di stringimento delle superficie luogo delle normali principali delle 
« evolventi generano una superficie rigata che contiene la curva primitiva >. 

33. Noteremo inoltre che « la sviluppabile osculatricc tocca la superficie delle 
e normali principali e incontra ortogonalmente la sviluppabile rettificante lungo 
^ la curva data a. 

5° La sviluppabile polare. 

H. Indichiamo con di ; do ; dh gli angoli di contingenza, di torsione e dì cur- 
vatura totale della curva data; con l'angolo che la tangente a un'evoluta in un 
punto fa con la generatrice che passa per il punto di contatto (questa generatrice 
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b l'asse dì un cerchio osctilulore) ; caraltfìruziAiiia con l'indice 1 ^li clcinenii ili 
una evoluta ; risuUfi alloru molto facilmente 

(it, = £Ìi.8enO ; dki = d- ; rio, = (itcosO. 

Eliipprcsentiindo con a l;i lunghezza di generatrice rettilinea comprcs;! Ira 
l'evoluta e lo spigolo dì regresso della superficie, si ha pure 





^'. = S 


e per conseguenza 




'• rscn'O 


' ' r sen cos 6 




tangH, = -i = tang 



Segue: a Lo evolute sono geodetiche della sviliipiìabile |iolare ». 

3S. Su questa superficie abbiamo duo linee notevoli: lo spigolo di regresso 
clic ò anctie il luogo dei centri delle sfere osculatrici e la lìnea dei centri di cur- 
vatura. Nessuna di queste due curve è un'evoluta. 

Per definire una evoluta bisogna che sia dato l'angolo che la sua tangente h 
con la normale principale della curva data nel punto corrìsponilentc al punto di 
contatto della tangente dell'evoluta. Di più, siccome la normale ]irincìpale alla 
curva primitiva divide in due regioni il piano normale alla curva, cosi occorre 
anche fissare in quale di queste regioni devo essere situato il punto di priocìpio 
della evoluta stessa. Le evolute si presentano a coppie, ogni coppia disposta sim- 
metricamente rispetto a questa linea. 

Variando l'angolo fra e ic passerà per ^ , allora la tangente dell'evoluta 

coincide con la normale principale della curva e siccome quest'ultima non tocc» 
ma incontra la linea dei centri di curvatura così ne viene che tutte le evolute non 

toccano, ma inconlrano questa linea. Per 6 = - segue dalle formule del § prece- 
dente 



quindi : 

« Tutte le evolute ni punti d'incontro con la linea dei contri di curvatura 
E della curva primitiva hanno il piano osculatore stazionario ». 

3C. La normale principale dell'evoluta noi punto dell'evoluta situato sulla linea 
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d«i centri di curv;itupa è evidentemente parallela ailii tnngentc della curva prinii- 
tira. Se dunque sì porta sopra ognuna di queste jiarallele a partire dal corrispon- 
dente punto d'incontro dell'evoluta con la linea dei centri di curvatura una lun- 



[hezza 



il luogo di questi estremi sarà il luogo dei punti centrali dello normali principali 

degli assi delle elicile osculatrici di tutte le evolute. Ha d'altra parte -^ sì an- 

nulla anche nel punto d'incontro dell'evoluta con lo spigolo di regresso della su- 
perlìcic. Dunque : 

t Le linee di stringimento delle superfìcie delle normali principali di tutte le 
■ evolute si appoggiano al luogo dei centri delle sreAi osculatrici e sulla curva 
g precedentemente costruita ». 

37. Dato l'angolo della tangente all'evoluta colia normale principale della curva, 
abbiamo veduto che sì ottengono due evolute simmetricamente disposte rispetto 
alla lìnea dei centri di curvatura di modo che a un punto della curva data cor- 
rispondono due punti di queste due evolute situati sull'asse del cerchio osculatore 
e a ugual distansa dui centro di questo cerchio. Le normali principali dello evo- 
lute in questi due punti sono parallele ; la distanza di ognuno di questi punti G 
dal punto centrale P. della normale principale dell'evoluta passante per esso è 



quindi è proporzionale alla distanza di G dal punto corrispondente K delio spìgolo 
di regresso della superQcie ; segue clie ì punti E ; IC' ; K sono in linea retta. 

« Le linee di stringimento delle superfìcie di normali principali di due evolute 
< simmetriclie rispetto alla lìnea dei centri di curvatura stanno su dì una super- 
ri licic rigata clic contiene il luogo dei centri delle srcre osculatrici della curva 
primitiva s. 

38. Se a;;y;z sono le coordinate di un punto della curva data e si caratteriz- 
zano con l'indice 1 gli elementi relativi allo spigolo di regresso della sviluppabile 
polare si lia: 

X, =30+ pco8§-rp'coaX 

Y, = y +pcoS)) -rp'eos;i 

Z, = z + p cos Z — J'p' cos V 
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la curva iliita e il luo^o dei centri delle sue sfere oseulatrici sono tali clic U tan- 
gente e la bìiionnalc ili una di osse sono parallelo rispettiva mente alla biiiurniale 
e alta tangente dell* altra. 

Sono dunque paralleli i piani rettificanti quindi le rette rettilicanti e per con- 
seguenza gli assi delle eliche oseulatrici. 

Dalle formule precedenti segue 

S-dS , 

dV. = ; — (iV 

' rdp 

essendo S il raggio della sfora osculatriee; avendosi poi 

dx, = da ; dft, =iik ; da, = di 

risulta 

_ ^ - llf ^ ^S-lt da 

^' " dp ' ' ~ r dp ' *~ r tip 



E, dWj \r/ p' -n" 



N ijc la cuna data ì: un'elica, è un'elica anclic il luogo dei cctilrì delle sue 
(I sfere oseulatrici a. 

39. Noteremo Analmente che le coordinate Xp ; i/o ; Zg di un punto della linea 
dei eentri di curvatura sono date da 

Xo- » + pcos6 ; yQ = y+pcosY, -, z^-z+piiosi 

e quindi il suo arco elementare dv^ 

jl ,.1 

Se con cos«o ; cosgo ; cosYo si riipj)rc8entano ì coseni di direzione della sua tan- 
gente 

COS Ofl = - j p' cos 5 - - cos \ f 



STO = qj p'cosi- ^coa v| . 
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> La curva data e la linea dei suoi centri di curvatura hanno le tangenti nei 
n punti corrispondenti ortogonali Ira loro ». 

Se con a;a^ si r.ippresentano i coseni di direzione della tangente itila linea 
(lei centri di ciirviitura colla normale principale e con la binorniale della curva 
data si trova 

sen Og - C03 a 

clou la tangente alla linea dei centri di curfatura, la normale principale e l'asse 
del ccrcliio osculatore della curva data stanno in un medesimo piano : oppure : 

n La sviluppabile polare e la superficie delle normali principali »i toccano 
ì lungo In linea dei centri di curvatura u. 

6" La avituppab'rle rettificante. 

40. Cominciamo dal determinare le coordinate di un punto dello spigolo di 
regresso di questa superficie. 

Basterai perciò associare all'equazione del piano rettiQcantc 

(X - X) cos 5 + (T - y) cosii 4- (Z - 3) cos C = 

le due die si ottengono derivando una e due volte rispetto all'arco. Se si carat 
tcrizinno con l'indice I gli elementi relativi a questo spigolo di regresso si trova 



9 \r.' 

Uv\r/ 
Segue che la distanza d fra i duo punti i^cc ; y; z) ; (,X!t ; i/, ; 2,) 6 data da 






e risulta clic la sviluppabile rettiilcanto dell'etica è il cilindro die la contiene. 
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il. Per i roggi p, ; r, ; R, dello spigolo di regresso della sviluppabile rettift- 
ciinto si lianno le forniole : 

1 <i ,- „, . _ ' d (Esenm _ 



'•--ser 


H (ili 


\r, SBi.n; 




- senH 






«■ = -SH 


cl(E 
■Jdi? 


scnin 
+ dH> 


e quindi 














senH 
d(EsenH) 


<ì 


' E' + B> ■ 


Se B è proporzionale 


ad E 


senza clie sia 
Esenll = 


= cost 





lo spigolo di regresso della sviluppjibile rettificante è un'elica, la sviluppabilo ret- 
tificante è un elicoide e la curva data ne 6 una geodetica. 

« Una geodetica di un elicoide sviluppabile lia costante il rapporta fra il 
« raggio di curvatura totale e quello di curvatura elicoidale ». 

4-2. Abbiamo già osservato al § 3t die lo spigolo di regresso della svilup- 
pabile rettificante coincide con il luogo dei centri delle sfere osculatrici delle evol- 
venti ; se quest'ultima curva è un'elica, Ò un'elica pure ogni evolvente (§ 38 teo- 
rema reciproco) dunque : 

« Le evolventi di una gcodeiìca di un elicoide sviluppabile sono eliche >. 

43. La binorraale dello spigolo di regresso della sviluppabile rettificante è pa- 
rallela alla normale principale della curva data e quindi il piano di questa retta 
e della retta rettificante della curva data è piano rettificante dello spigolo dì re- 
gresso della sviluppabile rettificante. 

(( La superficie inviluppo del piano definito dalla normale principale e dalla 
a retta rettificante (o dall'asse dell'elica osculatrice) ii la sviluppabile rettificante 
« dello spigolo di regresso delta sviluppabile rettificante della curva primiliva ». 

44 La curva data è geodetica della superficie delle sue binorniali e della svi- 
luppabile rettificante ; dunque ; 

i La sviluppabile rettificante e la superficie luogo delle binormnlì si toccano 
a luogo la curva data ■». 
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SOPRA UNA CLASSE DI SUPERFICIE 

NOTA 

DEL 

Oott. MINEO CHI Ni- 



li Bonnet, proponendosi la questione di vedere per quali superficie è pos- 
sibile una derornmiione contimi;) clic lasci costante tnentu invariati ì due raggi prin- 
cipali di curvatura, trova che Tra le supcrflcie reali suscctlibìli di una ne.ssÌonc di 
thie specie non vi sono altro che quelle a curvatura media costante e quelle ap- 
plicabili sopra una superficie di rotazione, per le quali lungo ogni deformata dei 
paralleli siano costanti i due raggi principali di curvatura (*). 

Vogliamo adesso provare cbe questo ultime vengono, come le prime, a costi- 
tuire un'intera classe di superQcre a lince di curvatura isoterme, e coi raggi prin- 
cipali di curvatura legati da una relazione. 

Riferendo perciò una qualunque di esse al doppio sistema di lince ortogonali 
isoterme ii = cost. , i; = cost. composto dalle deformate dei paralleli e dei meri- 
diani, avremo per forma dell'elemento lineare : 

da' = X> (dit* + (II)») 

dove X è funzione delia sola u. 

Ciò posto, se indichiamo con D , D' , D" i coclllcienti della forma differenziale 
quadratica : 

- {dee dX + dyd\ + dz di) = D du* + 2D' dii do + D" dv* 

essendo a; y 2 le coordinate dì un punto qualunque della superllcie rispetto a tre 
assi ortogonali fissi nello spazio, e X , Y , Z , i coseni degli angoli che la direzione 



(•) Journal de lÉcole imperiai polylechaique 42,* cabier. Tome XXV. 
VOL. xrvii. 3i 
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positiTn della normale in quel punto fa cùIIh lernii di assi coordinati, .le quantità 
X,D,D',D" risulteranno legate, per mezzo delle note Tormule di Codazzi (•), 
dalle relazioni seguenti : 



811 \ i / 81. V X / ~ X' 
^ ' i dv \ X J 8ti V X /l - X- 



B" - DD" _ (!■ GX 
1 X' ilif ■ 

Ma Tessere costanti i due raggi principali di curTatnra lungo ogni linea il=cost., 
equivale n dire che la curvatura totale 



devono essere entrambe funzioni della sola u ; quindi potremo sempre porre : 



<i) 



con li V funzioni Oi quella sola variabile. 

Ora, se Qctliamo la guperficic in modo elio le linee it = cost. striscino su loro 
stesse, per tale flessione resteranno invariate quelle due curvature medesime , e 
quindi ancbe le quantità [a e v che da esse dipendono, mentre la 9 non potrà con- 
servare nei punti corrispondenti lo stesso valore, altrimenti tutte le quantità 1| 
DtD'>D" avrebbero in essi il medesimo valore e quindi la nuòva superficie de- 
formata non differirebbe dalla primitiva altro cbe per movimenti nello spaiioj 



(*) Bianchi, Leeioni di Qeomeirìa dìfferentiàle (antografate), Pisa, Nistri pa* 
gina 388. 
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i|ucsla sarebbe perciò una superGcìc di rotazione o un'elicoide. Bisogna dunque 
clic alla stessa terna di valori per X , ;ì , v (ossia al medesimo valore della u) ne 
corrispondano infiniti per la 9 ; vale a dire die i]uesta quantità sia funzione di 
entrambe le variabili u e v. 

Ciò posto, tenendo conto delle (ì} , )e prime delle (I) diventano: 



(3) ^co8?+-^sen9 = 



<!) 



(4) a^ sen 9 - 3^ cos ip = —7 — coi. ^ ^ — ■ 

da ^ do ^ du ^ V (tu 

Moltiplicando la (3) per cosf, la (4) per sen9 e aggiungendole, si ba: 

(5) ~- = :^ sen 9 

con 11, = ~ . Invece, moltiplicando la (3) per sen<p, la (i) por cos? e sotlraendolc, 
si ottiene : 



3 poiché : 



b<f ^ dlgXv X dit, ^ 
Sv du V liu 



dv \9u/ ~ da \dvJ 



j i lii!. ^h .±(^ ^Ix) ì coso = ('- ^Y - '^^— 
l V du du du \v dn / I \v du J (tu* 

Questa equaiioDe per ogni terna di valori di X , (jl , v deve essere tioddisratl^i 
da inBniti valori delta <f ; dunque narà ; 

_d A di»,-\^ X djt, dlgXv 
du Vv dti / V du ' du 

,„, A d|*,y ilMgXv 

La (ì), mediante una prima integratione, dà : 

du 
con a costante arbitraria. 
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Dalla Oì medesima, tenendo conto della (8), si ha : 

d_n df,\'_£_ /^Iglv Y 
tilt Vv du / ~ t/i( \ du / ' 

Ovvero : 

±. iiMgX»_ d /dlgtvy 
du dw* di* \ du / " 

Con una prima integrazione ricaviamo : 

dMgXv/dlglvV 
di»' " Wu / 
Posto ora : 

dlgXv 

abbiamo l'equazione ditTercnziale : 



che, integrata, ài : 
Onde: 

Da eui : 



j/ = 6-tang(6u + d). 
d]gXv 



Xv = 



cos (6u + d) 
Cambiando 6 in - 6 e prendendo d=ì-d', si ha: 

>>V= -, T7T . 

8on(6u + d') 
più semphcemente : 

lv=-i- 
sen bu 

Infine, poichò la terza delle (I), tenendo conto delle (2), diventa : 
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arrcnto le tre equazioni, a cui devono GoddisTiire le quiinliu\ incognite X , [i , v : 

(9, ^-B = „,., 

au 

(IO) Xv = — V 

CM) '^|^-'-^>.' 

con a b c costanti legate dalla relazione. 

" o' e' = fc* 

che si deduce dalla (8). tenendo conto della (9). 
Ciò posto, la (S) diventa: 

(5)' 5-^ = r— sen ? 

e la (6) : 



3? 



(6)' ~^=b-cotbu + — T--COSC 



sen bu 



La (5)', integrata, dà : 



con ^ Tuntione della sola v. 

Ha, tenendo conto della (6)' si ha : 



y „ 1 Sf _ 6-cothtt b 
iff ~ senif Su" senf senéu 



t= (,+4,..„„,.-t„)+_^.____. 

2i|i-C0t-ÒIt ■iqi'COt-ftu 

ira: 

24''Cot-6it=:i»i!;*.cot'-&u (cotfru •— ) + blcotbil + r—)- 
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E poicliìi : 



Integrando rispetto » v : 

"jistangh {^sbv + d"). 
pili semplicemente : 

t{. = tangh - 6v. 
Dunque : 
(12) tang g 9 = tangli gfcw-cotjAu. 

Ora, l'equazione dilTerenzialc delle linee di curvatura, quando la superficie sia 
riferita a un doppio sistenia di linee ortogonali iì>otenne, è : 



»■©'-<»-»"' ss-"-»- 



Da cui si deduce : 



E poiché dalle (t) si ricava : 

5D' 

avremo per le lìnee di curvatura del primo sistema : 

dv . 1 . -9 

-— = -cot9+ = tangs • 

du ^ scn 9 "2 

E per quello del secondo : 
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Dunque, tenendo conio della (13), posto: 



(«) 



saranno a' e ^' i parametri delle linee di curvatura della superQcie. 

Ma se con l,a' e A,i' indichiamo rispettìTamente i parametri difTcrenEiali del 
primo e secondo ordine relativi alla funzione a', avremo, essendo u e v parametri 
isometrici ; 



,„.! 



>tJ \ senh* g 6u/ 4 X* senh* ^ bv 



1 (^2^ ^'\ - 



e ),* senh's ftw 2 \* scnli' 5 ''f 

E poiché risulta: 

4,a' 2a' ,, , 

potremo concludere, come volevamo, che le lìnee di curvatura a' = cost. formano 
collo g' = co3t. un doppio sistema ortogonale isoterme. 

Inoltre i raggi principali di curvatura 1-, e r, , dipendendo entrambi dalla 
sola K, saranno funzioni l'uno dell'altro ; e perciò Io super/ìcie constdcrafc, come 
'/nelle a curvatura media coslanle , sono a linee di cuì-valara isoferiiic , e cot 
''«Agt principali rft curvatura legati dia una relnzione. 

Ora, osserviamo che dalle (9) e (IO) risulta : 



npi,'8en*6ii 
dove {c, soddisfa all'equazione dilferenziale : 

'^' du» sen* bu \ \>,' / 

h quale si ottiene eliminando ). v fra le equazioni (9) , (IO) e (11)> 
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Mentre le espressioni delle due curvature, totnic e media, saranno ; 



DD"-D'' ,. , /'v^*_.. . .. „sen*6u 



—' " - G)" -'''"- "'"-Ei- 

H = -2|i,. 

Inlìnc , cambiando u in j^ , v in r , e ponendo 

i I « 

"'' = -! "'"-S 

avremo per forma del quadrato dell'elemento lineare di tali superficie applicabili 
Bu una di rotazione , quando si riferiscano al doppio sistema di linee composto 
dalle deformate dei paralleli e dei meridiani : 

(13) a,' = ^^jiH' + ,iv') 

dove k è una costante arbitraria, e V indica la derivata di una funzione di u. 
la qnale soddisfa all'equazione dìITcrenziale del terzo orOine : 

Mentre i due raggi principali di curvatura sono dati dalle relazioni : 
(151 ' 



All'espressione (13) dell'elemento lineare possiamo dare un'altra forma, osser- 
vando che dallo (15) si ricava: 



;(iT-^) 



E quindi avremo per Torma dell'elemento lineare di una qualunque di tali superOcic : 

(i>,-p,)senii 
essendo p, e Pi le inverse dei raggi principali di curvatura. 
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Infine, quando si prendano a linee coordinate le linee di curvatura della su- 
licrncie, mediante calcoli Tacili, tenendo conto delle (a), si trova per forma del- 
l'elemento lineare : 

. , 4A-cos*a-cosli*p , . . , ,„,, 
(Pi - PO sena-sCDhp ^ 

doTO a e ^ sono i parametri isometrici delle lince di curvatura. 

Allineilo la superficie sia reale ìs necessario e sulQciente die 0' risulti sempre 
positiva per qualunque valore della variabile u ; ed essendo : 

du 

bisognerà che -r- abbia costantemente lo stesso segno di k, e quindi che la cur- 
vatura media H sia una TunzìonD della u sempre crescente o sempre decrescente. 
In altre parole, se ci muoviamo sulla superficie lungi ogni derormatn dei meri- 
diani, la curvatura media dovrA continuamente andare aumentando o diminuendo. 
A causa della costante arbitraria k clic comparisce nelle espressioni dell'ele- 
mento lineare e in quelle dei raggi principali di curvatura, si viene per tal modo 
a definire una classe completa di superficie a lince di curvatura isoterme , e coi 
raggi principali di curvatura legati da una relazione. Per tali superfìcie applicabili 
sopra una di rotazione, e solamente per queste, alle deformate dei paralleli cor- 
rispondono sulle due falde della siiper/lctc evoluta le deformate dei paralleli della 
superficie di rotazione su cut queste sono rispeltìvanicnte applicabili. 
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SULLA RAPPRESENTAZIONE 

DI UNA SUPERFICIE SU DI UN'ALTKA 

AL MODO DI GAl'SS 
HEHOBIA 

Dott. AMILCARE RAZZABONI. 



In questa Memoria, generalizzando il notissimo metodo dato da Gauss per 
Tiipprci^enlnre ima supcrdcic su di una sfera di raggio uno, comincio collo stubilirc 
lo formole generali clic esprimono le relazioni clic passano fra le coordinate car- 
tcsiiinc ilei punti di due superfìcie, quando si suppongano rircrìte 1' una all'allra 
in morie che nei punti corrispon<lenti le normali sicno parallele. Dctle formule 
permettono di esprimere le derivate parziali delle coordinate cartesiane dei punii 
di una delle supurflcic per mezzo delle derivato parziali delle coordinate &irtc- 
stane dei punti dell'altra prese rispetto a ciascuno dei parametri delle coordinate 
cur?ilinec, supposte qualunque, delle superncie, e contengono inoltre quattro fun- 
zioni delle stesse variabili, clic soddisfano un sistema di tre equazioni, di cui una 
k algebrica e le altre due Eono a derivate parziali del 1" ordine. 

Senza poi togliere nulla alla generalità della rappresentazione, dimostro come 
le formole stabilite possano sempre rendersi più semplici , scegliendo sulle due 
superficie, a seconda dei casi, conveiiicnti sistemi di lince coordinate. 1 singoli casi 
nei quali le predette semplificazioni possono farsi vengono espressamente trattati 
e discussi nel corso della Memoria, e sono notevoli i teoremi ai quali essi danno 
luogo circa la natura delle lineo che venfrono a corrispondersi nelle due super- 
ficie, teoremi che sussistono coi loro reciproci. 

Come applicazione delle formole IroTate, do una nuora e semplice dimostra- 
liono dt un teorema del sig. Chrlatoffel sulla rappresentazione conforme di una 
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sniiRrncie su (li uii'altrti, quHnJo si inetta la condizione che nei punti corrispoii- 
(Icnli le normali siciio parallele; ritrovo e completo iilcuni risultali enunciati re- 
centemente dal sig. Voss sulle superfìcie che ammettono un doppio sistema di 
ijeoJctìche a tangenti coniugate , Ticemlo in particolare vedere che l'unica super- 
ficie mintnia di questa specie ò rcncoide gobba ; per ultimo, dopo avere provato 
clic le superficie di Voss, nell'attuale rappresenlazioue, hanno per corrispondenti 
le superficie pseudosferiche, dimostro che per l'elicoide nd area mìnima le pscu- 
dosferiche corrispondenti sono quelle di rotazione. 



Formole generali. 



1. Siano S e S, due superficie rìterite l'una all'altra in modo cho nei punti 
corrispondenti le normali sieno parallele e dirette nel medesimo senso , e siano 
t(,i; i parametri dì due sistemi <Ji linee scelto arbitrariamente sullo due superficie, 
purché corrispondenti. Assumendo queste linee a coordinate curvilinee e indicando 
con X , 1/ , z le coordinate cartesiane di un punto mobile della S , con x,,yi.z,, 
quelle del punto corrispondente nella S, e infine con X,Y,Z i coseni direttori 
della normale all'una o all'altra superficie, dovranno evidentemente sussistere le 
equazioni 



cu du 



Su" 



.Y?^+Z9Ì = 0, 



I?£l. 



il queste, poiché X , Y , Z hanno valori diversi da zero, seguirà necessariamente 



3x 


dx. 


dx, 


8« 


-u 


H 


du 


a» 


3» 


Sz 


dz, 


Sz, 


Su 


du 


8!) 



e quindi, indicando con U e N due Tunzionl di ti e v da determinarsi , potranno 
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scriversi le egua^lìanEe 

ou 8u cv 

(I) 



Ragionando nello stesso modo sulle equazioni 

Aj 3« ' imJ Su ^ ^ 5v 



otterremo analogamente il sistema 



!^ = P ^ + o ?^ 
du da '^^ dv ' 



(I') 



denotando pure P e Q due funzioni incognite di u e v. 
Se ora poniamo, come si fa ordinariamente, 

e con D, ,D(',D," indicliiamo le espressioni analoghe per la superficie S, , pò- 



(*) In generale col simbolo 
intenderemo di rapprcBestare la somma 

p(..x,|^,...).r(,.Y,|,,..)..{.,z,-,..0. 
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tremo determinare facìliDentc, per mezzo dì queste quiintìtà. i valori delle quiittro 
runzioni M,N,P,Q die compariscono nelle Tormole precedenti. 

Si moltìplieliiuo infilili ordinatamente le equazioni del sistema (1) una toUìl 

5X SY di . „ ax 3Y dZ 

^- . -s" . 5- e un altra per 5- , s~ , t— i 
da ' da du ' dv dv -iv 

zioni 

( D = MD, + ND,' , 

(0 

[ D' = MD,' + ND,", 

da cui 

BD,"-D'D,' D'D,-DD/ 

'*' "-DTdT^BV ' D,D,-''-^DV 

operando nello stesso modo sulle (]') otterremo 

( D = PD, + QD' 

( D" = PD,' + QD," 
e quindi 

-D"D' „ D"D,-D'D, 



[!') 



D,D,"-DV ' D,D,"-DV 



Ma è facile anche costruire un sistema di tre equazioni alle quali soddisfino 
le predette funzioni M , N , P , Q. 

Per questo, assoggettando le (I) , (!') alle condizioni d'intcgnibiljlà, si otterrà 
subito l'equazione 

dìi dv cH* dv^ 
(3) 

9M£aCj^_9PaK, ^^_£Q?^_ft 

dv àu dv dv dv 3v 9it dv " 

e altre due analoghe in y, e z^ ; in luogo di queste, se con A,B,G s'indicano 
rispettivamente i primi membri, potremo sostituire le altre 

/ AX + BT + CZ=0, 

\ . 9aj, „ dy, „ dz, „ 
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X 


Y 


z 


' 


9u 


In 


Si, 
"SS 


= 


3x, 
dv 


So 


8j, 
9l) 





1 
E, F, 

F, G, 



= E,G,-F,*> 0, 



Hvcmlo rappresentato con E, , F| , G| i coeflicieQti del quadrato dell'elemento li- 
neare della S, . 

Eseguendo i calcoli Indicati nei primi membri delle (4). si avranno Onalmentc 
le equazioni 

I (M-Q)D,'-P1>, 4ND,''-0. 
M-Q ^E, P9E /3F, 1 9G,\ /9H 9P\ /9N 9Q^ „ ^ . 

(II) ~^'l^-'i'd^'^^\'d^~i'ò^)'^\H~rJ^'^\di>~Tj^*-^ • 

M-Q9G,^N9Gj p/'^F. _ 1 3E,V /^_ 9P\ p ^ /'?N ^ a - n 

i 2 ' aw 2 a« \du ìdvJ^\dtt 91*^ ''"^ We»/ '" * 

che sono quelle cui accennavamo di sopra. 

Avuto riguardo alle espressioni (2) e (2') di iti , N , P , Q , le (II) Htnbiltscono 
tre relazioni fra le 9 quantità D , D' , D" , D, , D,' , D," , E, , F, , G, e le loro de- 
rivate parziali ; supposto quindi che la S, sia data per mezzo delie fì quantìti'i 
E» ) F, , G, , D, , D,' , D," , si potranno ottenere i valori di D , D' . D" integrando 
le (li), e questi valori sostituiti nelle (2) e (2'J daranno per M,N,P,Q valori 
pienamente determinati. Ora. poiché questi valori di M,N,P,Q veriflcano le (3), 
che sono equivalenti alle (II) , le espressioni 



dx = -„— dit + 



dx 



saranno differenziali esatti, e per conseguenza le equazioni 

rapprrsenteranno una superRcic che avrà inoltre le nunnali parallele a quelle 
delle i3,. Detti infatti X. , Y , Z i coseni direttori defla normale alln S, , dalle (I), 
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li') seguiranno ìmmcilintamcnto )e identità 

le quali proviino che X , Y , Z sono anche i coseni di ilirezione (Iella normale alla S. 
Supposto inlìne clic 

(la* -■ R du* 4 2K du dt? + G d«* 

rappresenti il quadralo dcH'eleincnlo lineare della medesima supcrllcìc S, dalle 
(I), (!') si dedurranno sen2a dilTIcoltà le relazioni 

SE = M*E, + 2MNF, + N*G,, 
F = MPE, + CMQ + NI') F, + NQ li, , 
G = I"E, I-2PQF, + Q^G, , 

clic legano i coeffleìenti dei quadrati degli (ilementi lineari delle superficie S e 
S, colle più volte ricordate funEioni m , N , P , Q. 

2. Se in parlicolare S, è una superficie sferica di raggio uno, poicliè allora 

D, = -E, , D,':=-F, , D,"=-G,, 

basterà fare quesle sostituzioni nelle Tormole generali del n." precedente per ot- 
tenere quelle ri.tatÌY0 al caso in discorso. Siccome poi in t»lc ipotesi le coordinate 
dei punti della S, vengono a coincidere coi coseni direttori (X , Y , Z) della nor- 
male alla S, le (I) , (l'> daranno 

\ 9j( du dv 



omettendo secondo il solito le analoghe in i/ e z. Di qui, moltiplicando le prime 

Sa; . „ 5*» j . , 

una »oUa per r— , ... e un altra per ^ ... . e sommando, si avrà 

-E = MD +ND' 
-F = MD' + ND", 
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da cui 




a) 


Ftf - ED" 



^^ED'-FD 



DI>" - D» ' 

oporaDdo nello stesso modo sulle seconde delle (G) , si otterrà 
GD'~FD" „ FD'-GD 



(8) 



■ DD" - I) * ' ^ DD" - D'» 



Queste forinole danno i valori delio quattro runzioni M , N , P , Q die compari- 
scono nelle (6) , per mezzo degli elementi caratteristici della superficie S cbc si 

considera, mentre quelle che si otterrebbero fiicenJo nelle (2) , (2') le sostituzioni 
indicate al principio di questo numero, verrebbero a. contenere i coeDlcIcnti del- 
l'elemento lineare sferico e quelli dellit forma difTereniiale 

D tilt* + 2D' da ((« + D" dv» 
relativa alla S. 

3. Vediamo ora, se, senza togliere nulla alla generalità della nostra rappre- 
sentazione, sia possibile scegliere convenienti sistemi di lineo coordinate coi qunli 
rendere più semplici le formolo generali precedentemente stabilite. Gioverà a tak 
scopo prendere a risolvere la seguente questione : 

Essendo S e S, due super^cie riferUo Ira loro al modo di Gauss, cercdie 
quelle linee L di S, ie cui imagìai L, su S, Steno laìi, che, considerando su S 
il sistema delle lince T ouenli i: kmgenli parallele a quelle delle L, , ad cs^e 
corrispondano su S, linee T, aventi le tangenti p«ra/lele a quelle delle t. 

A tale oggetto stano (ti, v) le coordinate curvilinee di un punto iii ilclla S 
a {u + du , V -h dv) quelle ili un punto in finita in ente vicino di una linea qualsivo- 
glia h condotta per esso ; immaginando per lo stesso punto m la linea T avenlc 
le tangenti parallelo a quelle della L, consideriamo ancbe su essa un punto inll- 
nitnmcnte vicino ad vi di coordinate (u -i- Su, u + òcj ; allora, indicando con p,f, 
due fattori di proporzionalità , dovremo avere per le condizioni del problema 

dx — pSXf dy = p8y, dz = p5z^ 
(9) 

5a: = p,'te, 3j/ = p,dy, Sz = fi'iz^ 

Considerando le equazioni della pritna linea e sostìtucn lo in essa ai dìifcrcii- 
ziali totali i foro sviluppi, se ne dedurranno facilmente le eguaglianze 

V ^^ ^•c, , y dx Sjc. , „ . „ , 

S K W "" + 2 ff '5y ''" = P (f. »« + . '">)■ 
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cioè , avuto riguardo alle (I) e (l') , 

(ME, + NF.) di* + (PE, + gF,) dv = p (E, Su + P, Sv) 
(MF, + NG,) dit + (PF, + QG,) -'v = p (F, 5« h- G, 6c) , 
Oli anche , ponendo per semplicità 

A = ME, + NF, B = PE, + QF, 

C = MF, + NG, D = PF, + QG, , 

( A dM + B du = p (E, 6i* + P, 3r) 
(II) ] 

( C du + D dp = p (F, Su + G, 5v). 

Operanda nello stesso modo sulle equazioni (9) della seconda linea, troveremo 
ancora il sistema d'equazioni 

( A 5u + B S« = p, (E, du + F, d»), 
( C Su + D 5w ^ p, (F, du + G, dv) , 

che dovrà necessariamente coesistere colla precedente. Per determinare il rapporto 
incognito du : du (o 3v:8u), si risolvano le (li) rispeUo a àu, So e si avrà 

p 3u = Mdw + PdtJ 

p 5tJ = N du + Q d« , 

sostituendo questi yalori nelle (I?) ed eliminando, fra le due equazioni che ne ri- 
sultano, il rapporto p, : p, si giungerà finalmente all' equazione diCTerenEiale 

j (AM + BN) du + (AP + BQ) du , E, du + P, dv 
1 (CM + DN) du + (CP + DQ) du , P, du + G, du 

Quest'equazione sviluppata dà subito luogo all'altra 
(13) (M + Q) Ndu» + (Q* - M') dudu - (M h Q) P du» = , 

che potremo soddisfare, tanto supponendo 
(U) M + Q = , 

quanto 

(15) N du» - (M - Q) dudu - Pdu» = , 

TOL. xxrit. 
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giacché il suo prìmo membro equivale evidentemente al prodotto di quelli delle 
ultime due. 

i. Cominciando da questo secondo caso, si osservi che, essendo le (15) del 
2" grado rispetto al rapporto dv :du, essa deOnirà un doppio sistema di lince 
reali, coincidenii o iiiiaginarie, secondo clic il determinante 

{M-Q)' + 4NP|0. 

Supposto cbe le radici sieno reali, la (15) rappresenterà un doppio sistema 
di lineo che godrà della proprietà indicata nel n." preccttcntc: assumenlole a linee 
coordinale, siccome allora per ia (15) stessa, dovnì essere N = P = 0, le (I) e (I*) 
si ridurranno alle equazioni assai più semplici 

dx dx, dx „ dx, 

le quiili mettono subito in evidenza una proprietà delle nostre lìnee, vaio a dire 
che le tangenti ad esse nei punti eorrispondenti sono parallele. Le funzioni M e 
Q che compariscono in queste formoie dovranno soddisfare il sistema 

(M-Q)D,' = 0, 

M-Q 80, an 8Q _ 

-2- ■W + aF^'-a; "'-''■ 

cui si riduce quello delle (II) del n.<* 1 facendo in esso N = P = 0, mentre le (1), 
(1') e (5) danno Uiogo, nelle stesse ipotesi, alle Tormolc piii semplici 

[ D = MD, D' = MD,' = QD,' D" = QD," 
(16) 

t E = M% F = MQP, G = Q'G, . 

Osservando le (li), vediamo subito che possiamo soddisfare la prima, o sup- 
ponendo M = Q, ovvero 1},' = 0. Nel 1" caso, deducendosi immediatamente dalle 
altre due H = Q = cost. , lo (I) mostrano cbe le superficie debbono essere omote- 
tiche; nel 20 caso invece, in cui cioè D/ = 0, poiché per le (16) anche D' = 0. 
vuol dire cbe tanto sulla S che sulla S| le lince coordinate u e e debbono for* 
mare un sistema coniugato. 

Viceversa, se due superQcie 6 , S| a normali parallele sono tali che due si* 
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slcmì di lince a tangenti coniugate si corrisponilano , potranno scriversi le (I) , 
poicLè racendo nelle (1) , (!') D' = D,' = 0, segue subito 

N = P = 0. 

Abbiamo quindi il teorema : 

A/Jìncliè fra le coordinale dei punii di due super^cie, riferite- Vana alCallra 
nel modo qui consideralo, abbiano luogo le (IJ, è conditone necensaria e auffi- 
dente che a un doppio sistema di linee a lauyenli coniugale sull'una corrisponda 
un doppio sistema di linee a tangenti coniugale sull'altra , u e v essendo i pa- 
rametri di dette linee. 

Le curvo rappresentato dalie (15) non saranno in generalo ortogonali ; perchè 
ciò aTTcnga è facile vedere che dovrà essere soddisratta la con'lìzione 

MF, + NG, = P£, + QF, ; 

in tal caso le stesse lìnee diverranno di curvatura per entrambe le superficie , e 
le (li) si trasfornieranno nelle 



(II) 



*-Q.^%^-'-? = «. 



Questo, quando la S, sìa una superficie sferica di raggio uno, non sono altro 
die le note relazioni del prof. Dinl, clic icjijano i rag^i principali di curvatura 
di utia superllcie coi cocIDcienti dell' elemento lineare sferico corrispondente (*). 



(*) Un esempio semplicissimo di questa speciale rappresentazione , nella qnale 
cioè le linee di cnrvatara suno carve corrispondenti, lo abbiamo nelle superficie pa- 
rallele. Giacché, supposto che 8 e 8, siano dne superficie parallele ed B la loro co- 
rnane distanza, si hanno evidentemente le equazioni 

a: = ar, f RX , y = y, + BY , e = ii, + BZ , 

ài cai , se u e ti indicano i parametri delle linee di oorvatnra della S, ed r, ,rf i 
raggi principati relativi, sì ottengono lo formole 

du~\ '*' Tt) da ' ' ' ' dv~\ '^ r,/ dv ' ' " 
le r|D3li moatrano che anche sulla 8 le lineo u e v sono qnells di curvatura. 
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S. Prendiamo ora a considerare il caso che le radici delle (15) siano eguali, 
e ciò avverrà quando sia ideaticamente 

(H) (Q-M)'±4NP = o- 

Iii questa ipoteHÌ la (1S) rappresenterà un sistema di curve, che, assunte a 
linee coordinate u, daranno P=0, e per conseguenza, in causa della (lì); Q=M. 

Sostituendo questi valori nella 1' delle (II) del n" t, dovrà essere ND,"=0 , 
ossili D,"-0 (se intendiamo di escludere le supcrllcie simili, per le quali è ap- 
punto N = 0); ma allora per la 2» delle (!'} segue subito D"=0, per cui si vede 
che queste lìnee saranno assintotiche tanto sull'una quanto sull'altra superficie. 
Assumendo poi per coordinate v un sistema di curve ad arbitrio, ayranno luogo 
le equazioni 

/ 3x _ ^x^ dcv, 

3^ - " eìT "^ " "air • • • 



(I) 



^as _ „ dee, 



nelle quali le funzioni H e N dovranno determinarsi per mezzo del sistema 
■£F, 



(li) 



" leF - 2 air/ + 95 ^' + ^IF " 9^; *^' - ° ' 

N 



2 CU dv * v^y du/ ' ' 
mentre le (S) daranno 

/ E =M»E, + 2MNF, + N»G, 

(18) ! F=M»F, + MNG, 

( G = M*G,. 

Sarà utile notare una proprietà delle nostre assintotiche u , messa in evi- 
denza dalle formole (I), e cioè che le tangenti a queste lince nei punii cottÌ- 
spondenti sono ì<arallele. 

Inversamente è Tacile vedere che, se due superficie a curvolurc opposte S,S, 
e riferiie tra loro al Botilo modo hanno ciascuna un gisiema di assinloliche che 
si coiTtspondtmo, poirmmo scttrersi (e (!) , dorè le funzioni M e H dorranno 
determinarsi per nwzzo delle (II). essendo u il parametro di delle assinloliche. 

Se infatti nelle (1) , (l'> si fa D" = D," = , seguo 

P=0 , M=Q, 
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e quindi le forinole fondamentali del n." i riducendosi per questi valori nlle 
<I),(il) di questo, non avremo che a ripetere su di osse lo considerazioni che 
abbiamo fatto in generalo al n." 1 per dedurne la verità del teorema. 

6. Passiamo finalmente al caso delle radici imagìnarie, e vediamo se anche 
in questo, scegliendo opportuni sistemi di coordinate, possano rendersi più sem- 
plici le formole generali del n." 1. A tale oggetto sì prenda a considerare il doppio 
sistemi) (reale ed ortogonale) delle biscltrici del doppio sistema di linee rappre* 
semate dalla (*5) j si troverà facilmente cbe esso viene dato dall'equazione dif- 
ferenziale 

(f,P + G, ^-^) àv* + (E,P + F.N) (iw dv - (^E, ^^ - F,n) du* = 

Scegliendo queste linee per coordinate curvilinee della S, , dovranno sussi- 
stere le equazioni 

E, 5.1-5 - F,N = , F,P + G, ^~ = , 

da cui, dovendo essere inoltre F, =0, seguirà necessariamente H = Q. Basterà 
quindi nelle formole del n." I fare queste sostituzioni (cioè F, = 0,1I = Q) per 
ottenere quelle relative al caso in questione. 

7. Abbiamo visto cbe possiamo sempre soddisfare la (13) supponendo H-tQ=0, 
ma allora qualunque linea della S verificherà la suddetta equazione . e godrà 
quindi della proprietà espressa nell'enunciato del problema trattato al n." 3. 
Perciò se scegliamo sulla S un sistema di curve ad arbitrio e le prendiamo per 
linee u, e fissiamo per linee v il sistema di quelle lo cui tangenti sono parallelo 
alle tangenti alle u della S, , ad esse corrisponderanno sulla S, curve v che 
avranno le tangenti parallele a quelle del sistema u primitivamente scelto su S. 

Con queste linee, potremo quindi porre le equazioni 

^' du~ dv ev ~ du '" 

le quali possono considerarsi ottenute dalle (!) e (V) del n.** t facendo in esse 
M = Q = 0: il sistema (II) dello stesso numero si ridurrà corrispondentemente 
all'altro 

- PD, + ND," = 

PaE, „ /9F, 1 SG,\ 9P., 5Np „ 



NaG, 
2 dv 



(dF, i SEA dP dH 
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menlre le (I), (!') , (5) daranno 



(19) 



! D^NIV D' = KD," = PD, B' = PD', 

( E = N'U, P =KPF, G =P'E,. 

Da quelite equazioni, supponendo D, e D," diversi da zero, segue subito 

«0, »=^ , P=?;, 

i quali valori di N e P, mentre veriDcano identicamente lu 1* delle (II), non soil- 
disreranno in generale le altre due ; ainnchò quindi abbiano luogo le (I) , biso- 
gnerà e basterà che la %^ e la 3* delle (II) ammettano una soluzione comune (U'). 
È superfluo aiTertire che qui la superfleie S, si suppone, data per mezzo delle 6 
funzioni 

E, F, G, D, D,' D,", 

superiormente deQnite, delle due variabili u e v. 

Le (19) mostrano che se D,'--0, deve anche essere necessariamente D=D"-0 
e viceversa, vale a dire : a un doppio eislema di linet: a langenti conimjnii: della 
S, rorrtspondono sulla S le linee assiiUoUclie. Facciamo veliere inversamente die, 
se duo aiipcriicie S e S, a norinnli parallele si orriaponiono in modu che le 
assintotiihe di S, abbiano per lince corrispondenli sulla S un sistema coniugalo, 
potranno scriverei le (I) , csscnJo nevi parametri di delle linee ed N , P due 
(finzioni aoddisfaccnU la 2' e la 3" delle (II), o più itemplìcenicnfe determinale 
per mezzo delle eguaglianze 

-w • -^- 

So infatti nelle (i) , (i') si suppone I), = D," = D' = , risultano per N e P 
i valori suddetti e di piii M = Q = , vnle a dire le formolo generali (I), (r)i (H) 
del n " 1 si riducono alle corrispondenti di questo, e quindi non avremo che a 
ripetere su di esse le consiilcrazioni svolte alla fine del n." I per dedurne il 
teorema. 

Facciamo ora vedere che fra gli infiniti sistemi di coordinate curvilinee pei 
quali hanno luogo le (I), ve n' è uemprc uno ortof^onale. Per questo basterà ccr 
care se esistano linee sullu S le cui imagini deviino dì un angolo retto dalla dì 
rczione primitiva. Vedremo subito che di tali linee ne esistono sempre due per 
ugni punto della superficie'. 

Ammesso infalli che L sia una delle linee richieste e L, la sua imngine, frH 
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le coordinate rieì punti corrisipondenti dovrà allora sussistere la relaziono 
2 da; (fx, - , 



ovvero l'altra 



Al ^du + — dv) [-~du+ -r-^ti 



Sviluppando e avendo riguardo alle (I) . (1) del n." ì , nelle quali però siiisì 
fatto Q = — M , corri spondentemenlc al caso in cui ci troviamo, oltenenio l'equa- 
zione difTeronsiale del 2° ordino 

(21) (MP, f NF.) (Zu» + (NG, + PE.) dudv + (PF, - MG,) ti«' = 0, 

la quale definisce due sistemi di linee so^ldisfacenti alla con<lizione voluta, e per 
conseguenza ortogonali, come del resto si verifica direttamente. 

Mostriamo inoltre che il predetto sistema è sempre reale. Per ciò, scegliendo 
per lince coordinate uno degli inQniti sistemi pei quali valgono le (I), sarà allora 
II =0 e la (21) si ridurrà alla forma più semplice 

NF, du* + {NG, + PE,) da dv + PF, d«' = 0. 

Ora , poiché 

(NG, + PE,)' - 4 NPE.G, = (NG, - PE,)* > 
e 

E, G, > F,» , 
sarà 

(NG, + PE,)'-4NPF,*>0, 

e questa è appunto la condizione che deve essere soJiiisfatta , alTlncliè le radici 
ilell'equazione considerata sieno reali- 
fi. Possiamo confermare i risultati ottenuti nei precedenti articoli per meizo 
delle semplicissime considerazioni gcometriclie che seguono. Si osservi per ciò 
cbe la corrispondenza stabilita fra i punti P , P, delle due superficie S , S, dà una 
proiettività tra i fasci di direzioni uscenti da P , P, nei rispettivi piani tangenti. 
Se consideriamo infatti due linee qualsivogliano corrispondenti uscenti da P , P, 
sulle due superficie e indichiamo con 0,6, le loro inclinazioni rispettive sulla li- 
nce p = cost., avremo le equazioni 

dv 
tg» = -Jm^* ^^ . , 



t^. + f.s: 
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fra cui eliminando il rapporto comune dv : du , si otterrà la relazione 



(EF, -E,F)tg6tg9, -E VE,G, - F.ngO + E, \/EG^F».tg(i, = , 

la quale essendo bilJneare rispetto a Ig6 e tgO, prova la rerità della afTerma- 
zione fatta. Ciò posto , imaginando il 2° fascio trasportalo parai lelamente a sÈ 
stesso col centro in P, le direzioni di S che nella rappresentazione su S, con- 
snrvano la medesima direzione, saranno date precisamente dai due raggi uniti dei 
detti fasci sovrapposti, i quali, come ù ben noto, possono essere reali (disttoti o 
coincidenti) o imaginari. 

Quando la predetta proÌettÌTità sia una involuzione , si ha manifestamente il 
caso trattato nel precedente n." 1. 

Applicazioni. 

9. Comincicrò col far vedere come per mezzo delle formole stabilite si ppssn 
con molta facilità dimostrare un importante teorema dovuto al sig. Christof- 
fel (■) che dà la condizione necessaria e sufficiente, aOlnchè due superficie, ri- 
ferite runa all'altra nel modo sin qui considerato, siano simili tra loro nelle parti 
infinitesime. 

Siano perciò S e S, due superficie soddisfacenti a queste condizioni, vale a 
dire che l'una possa rappresentarsi In modo conforme sull'altra e che di piìi le 
normali nei punti corrispondenti sieno parallele. Allora, scegliendo su una di esse, 
p. e. sulla S, , per linee coordinate t( e v le sue linee di curvatura, dovrà essere 
F, = , D,' = e per conseguenza anche F = ; per cui sostituendo questi valori 
nelle (1), (V) si otterranno le formole 

(22) D^MD, D' = ND," = PD, D" = QD,", 
mentre le (S) daranno 

/ E = M% + H'G, , 

(23) j MP-E, + NQ.G, = 0, 
( G = P»E, + Q»G,. 

Ciò posto, prendendo a considerare le formole generali (!) e {V) del n.' 1 , 
dico che in esse dovrà supporsì N = P = 0, vale a dire che pel caso in questione 
le formole da applicarsi saranno quelle del n.** 4. 



(•; Crelle'i Journal Bd. 67 S.« 218. 
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V Ule oggetto, non potcnilosi iminifestaincntc nelle formolo su ricordate (I) 
e il') del n.' 1 supporre M = N = 0, iiù P = Q = 0, prenJinnio a considerare il 
casa clie sia M = Q = 0. in questo, avendosi per le (22) D = D" = , le linee u , v 
(li S saranno assintotiche, ma sono anche ortogonali , quindi la superficie stessa 
iIotHì essere ad area minima e perciò la S, la sua conìupata in applicaijililit. Ksclusc 
dunque dalle presenti riccrclie le superfìcie di questa specie (per le quali del 
resto il teorema che dimostreremo costituisce una loro projtriclà caratteristica) 
iibbi.imo che lo funzioni H e Q per qualunque ultra superficie non potranno mai 
annullarsi insieme, e neppure separatamente, come è facile convincersi esaminando 
la V delle (33). 

Premesso ciò, si prenda a considerare la relazione 

E, ~ G, • 

la quale esprime clic le snporficic in discorso sono simili nelle parti infinitesime, 
e alle funzioni E e G che in essa compariscono si sostituiscano le loro espressioni 
date per mezzo delle (93) ; si troverà l'equazione 

Lpi 

che associeremo colla 2.' delle (23) , cioè colla 

E,MP + G,NQ = 0. 

Ora, poiché da questa, supponendo N e P diversi da zero, si trae 

E, __NQ 
G, MP' 

sostituendo questo valore di jr nella precedente, si otterrà l'equazione 

„..»»£ = ,.. ?^ 

l'altra 
«) (MQ - MP) («■ - Q") =. , 

clic eqiiiviilc alle tlufi 

( 1U)-NP=0, 

l »!■ - Q' = 0. 
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Siccome poi si ha per le (22) 

DD"-D'»-(MQ-NPjl),D,", 
si vedo clic la ì.' delle (25) equivale alla 

DD"-D" = 0, 

li) quale esprìme che Iìl S deve essere una sviluppabile. Escludendo dunque auclic 
le sviluppiibili dalle superllcie che qui consiitcrìanio, dovrà aver luogo la t* delle 
(25), ossia dovrà essere H = ± Q. 

Introducendo questa condizione nella 2 * delle (23), essa sì trasrormerà nella 

PE, ±NG, = 0, 

unitamente alla quHie considerando l'altra 

-PO, + ND," = 

clic risulta dnlhi 1.* delle (II) del a.' I facendovi D,' = 0, otteniamo cosi un si- 
stema di due equazioni lineari rispetto a P e a N delle quali il determinante dei 
coellicienti è espresso da 

E,D,"±G,D, . 

Oni, ricordando che le u e P dello S, sono le sue lince di curvatura, si avrà, 
indicando con r, e r^ i rag^ì principali corrispondenti , 



e quindi il valore dei determinante suddetto sarà eguale a 



E.G,(ii 



Non polendo evidentemente questa espressione annullarsi altro che per 

— ±— = 0, cioè quando la S, sia una superficie sferica o una superficie ad area 

minima (caso quest'ultimo già escluso) ne segue che dovrà essere N=P = 0, o 
quindi potremo concludere che anche sulla S lo linee u e formeranno il doppio 
sistema delle sue linee di curvatura. Esse infatti oltre essere ortogonali, corno ab' 
biamo giil osservato, sono anche a tangenti coniugate, giacché si ha por le (22) 
D'=:0. Mostriamo di pili che, salvo il caso che lo superficie sieno omotetiche, le 
stesse lince sono isoterme su entrambe le superficie. Per questo avendosi, come ab- 



,y Google 



)( 291 )( 

biamo (limoslrato. N = P = 0, le forinole dell'attuale rappresentatìoiic saranno (incile 
del n" iy nol[e quali siasi fallo M=± Q. Lasciando in disparte il caso di 3l=-t-Q. 
perchè, come si è visto al detlo n ", esso non può TCriflcarsi die quando si trulli 
(lì superficie simili, consideriamo quello di M-=-Q- Allora, avendosi per le for- 
mole su ricordate e precisamente per le (II) 

[ dv dv 



(26) 



seguirà integrando 



CU 8u 



essendo U e V due funzioni arbitrarie di u e r rispettivamente: sostituendo questi 
THlori nelle ('^3), nelle quali siasi fatto N = P = 0, si uvrà anche 

ì: = UM , G = VM. 

Queste espressioni dei coedlcienti degli elementi lineari delle nostre super- 
fìcie provano, senza bisogno di ulteriori spiegasionì che, salvo i cnsi dì eccezione 
superiormente notati, le linee dt curvatura delle superdcie considerale, olire cor- 
rispondersi, costiluiscono su ciascuna di esse un doppio sistema isotcrmo. 

Inversamente , se supponiamo die sulla S, le linee di curvatura siciio iso 
terme, per modo che, scegliendo i parametri isometrici, si abbia 



facendo nelle (i?C) 



si trarrà subito 



tts,* = X((iu» + dr*), 



"4 



essendo C una costante arbitraria. 

Sostituendo questo valore di H nelle (I) del n," 4 o ricordando che M = - (), 
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e queste saranno le equazioni ilclle superGcìe S corrispondenti ali:i S, considerai». 
É facile anclie rodere quitle sia il sìgniiicato geometrico delle quantità H e Q 
che compariscono nelle formoie precedenti. A tale ogj^etto se si osserva clic le 
linee di curvatura delle due siiperflcie sono curve corrispondenti, esse avranno 
le stesse imagini sulla sfera rappresentativa di Gauss. Scngliendo su questa per 
coordinate u , v dette linee, esse daranno all'elemento lineare sferico la forma 

da* = E' <Zii* + G' do* 



-S(2)- , o.=2(g)'. 



Ciò posto, s' indichino con Pi , Pt ì raggi di curvatura principali della S e con 
r, , r, quelli relativi alla S, ; uTendosi allora 



E =„,■£■ 


G =p,'G 


E, =r,'E' 


G, = r,'0 


se ne trarrà immediatamente 




E_,.' 
E, r,' 


G_f,' 
G, r,-' 


e quindi per le (53) 





giacché, come abbiamo dimostralo, N = [*=0. 
10. L'cquiixionc 

-PD, ■■, NI>,"^« 
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del sistema (11) del u." 1 sarà sempre Teriflcnta, se, supponemlo la Sj a curvature 
Oioposte, si assumano per linee coonlinate le sue assintoticlie, gìaccliè in tal caso 
st ha D, = D|' - 0. Le equazioni delle superficie corrispondenti S si otterranno 
dello (I) del n.* 1, dopo ayere determinate le funzioni N e P che in esse compa- 
riscono per mezzo delle equazioni 



du 

clic non sono altro che le due ultime del sistema (II) del citato n/ 1 scritte sotto 
altra (orma e sulle quali, come abbiamo visto nello stesso numero, le linee coor- 
dinale u e o di S, corrispondenti alle assintoliclie dì S,, debbono formare un si- 
stema coniugato. 

Facciamo subito un'applicazione di queste formolo cercando di determinare 
nell'attuale modo di rappresentazione le superficie corrispondenti alle pseudo-sfe- 
riche nelle quali le linee coordinate siano le assintotiche. 

Si sa che il quadrato dell'elemento lineare di una di tali superficie S, , clic 
per semplicità supporremo di raggio = I, riferita alle sue assintotiche u , v prendo 
la forma 

ds,' = tilt* + 2). du dv + dv* ; 

perciò si avrìi per le equazioni della %"■ linea del sistema (19) 

Sostituendo questi valori nelle (37), esse si trasformeranno nello duo 



sJL 




s±- 


VG 


-^=« 


Su 8» 


dv 



(?») 



le quali come si Teriflca facilmente, esprimono che le linee ii , v di S sono geo- 
deticbe, ma debbono inoltro essere a tangenti coniugate, per cui le equazioni 



1 sì;-^^ air'- ■• 

(JO) 

, ov va 
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clic si ollengono linììe (I) <lel n." 1, Tiicendo in osse le sostituzioni (28 , rii|ipri;- 
senteranno una superDcìc sulla quale le lince coordiiiiite » o t; furiiinninno un 
lioppio sistema di geodetiche coniugate. Per determinare le funzioni VT e •JU 
clic campariscono nelle (30), si pongH nelle (.'9) per F l' espressione etiuivalcntc 
X v/Eg data dall' ulliinA delle (28), e si avrà 

vv ~ da ' 

d^ _ d(X •J'G) 
cw ~ du ' 

da cui. sommando e sottraendo, seguiranno le altre due 
\ cv Su 

\ cv da 

Ora, indicando con ? un:t run/.iouo da determinirji , potre^iio soddisrurc la 
prima di queste equazioni, ponendo 

(32) (1+X)Ve"-^ , (l+À)/ir = g. 

e sostituendo nell'altra, si avrà per f l'equazione differenziale del i." ordine 

^ *^ 0t) Vi + X du/ »u \1 -f- X Sv/ ' 

quanto a X, rappresentando essa il coseno dell' an|,'olo formato dalle assintotiche 
della superficie pseudosferica considerata, dovrà verificare l'equazione dilTerenEiale 
pure del 2." ordine 

i!L__l_.^^!?L + (,-x')=o. 

Siccome ad ogni valore di 7 clie soddisfa la (33) si hanno , avuto riguardi) 
alle (32) . per VE e V^ valori pienamente dctermin:iti, si vede subito che inD- 
r.ìte saranno le supcrDcie delia specie voluta , che corrisponderanno a una data 
superficie pscudosferiea. giaccliÈ, cssenlo la (33) un'equazione a derivate pariìah 
del 2." ordine, infiniti saranno i valori di ? che la verificheranno. 
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Volendo determinare le equazioni dì queste superllcie per mezzo delle coor- 
dinate dei punti della sfera rappresentativa di Gauss, basterà evidentemtnlc , 
avuto rifc'uardo alle (30j, trovare quelle della superflcie pseudosferica considerata 
S,. A tale oggetto, se si esprimo clic la curvatura della superficie è = - I , si troverà 
subito D,' = ^1 —X', potcn<io oincltersi il valore negativo del radicale , perdio 
non Ila altra influenza die sulla direzione ilclla normale. Facendo nelle formoli; 
(C) , (7) , (8) del n." 2 le sostituzioni relative al caso elio consideriamo, troveremo 
subito per la superflcie pscudosferica S, le equazioni 



c^, _ 1 A tX eX\ 



e sostituendo queste espressioni nelle (30) si avranno per le corrispondenti su- 
pcrDcle S le equazioni 



ex _ . -JK (óX £X\ 
(34) , 



nelle quali u e t? saranno i parametri delle due serie di geo<lctidic coniugate 
della S corrispondenti allo assintotiche della S,. 

Le equazioni (33) e (3i) sono dovute al sig- Voss, il quale ha recentemente 
ricliiiimalo l'attenzione dei geometri su questo argomento con una sua inter«s 
sante comunicazione all'Accademia di Monaco (*). 

11. Proponiamoci ora inversamente di determinare per ogni superRcie S, di 
Voss In sua .corrispondento S, volendo clic alle geodetiche coniugate di S, cor- 
rispondano sulla S le linee assintotiche. 

Per questo, si assumano sulla S, per lince coordinate it , v le dette geodeti- 
che; allora per le (3i) le equazioni della superflcie saranno date da 

( ^. 
l cu 

05) , „ 

(*j Sitzong der math.-pbyB. Classe vom 3 MBrz 1888. 
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essendo 

■JF., G, 

So ora con E' , F' , G' s[ indicano i cocflicicnli deli' elemento lineare sferico 
corrispondente a quello della superQcie considerata, dalle (3S} ai ricaveranno la- 
eìimentc le eguaglianze 

X, (1 - 1,') = 1, E' + (1 + li,') F- + 1,G', 

1 - X,' = E' + SX, F' + 1," G', 

ì-ì.,' =X,'E' + 21,r' + 0', 
da cui 

(36) E' = l , F' = -l, , G' = l. 

Per mezzo di questi valori dalle stesse (35) avremo ancora 

JT. — 

D, = -p=i= (E' + X, F') = VE, VI - X,' , 
vi —X,* 

D," = -É=z (X, r + G) = vo; vT^?" , 

VI - X,* 
e quindi per le (20) 

D' ■ „_ D' 



(31) N .- 



•JW, ^/^- X,' VE, VI - X,' 



giaceliò nel caso che trattiamo potremo evidentemente applicare le formale del 
n.» 1. 

Quanto alla D', essa dovrà determinarsi come soluzione comune alle due 
equazioni a derivate parziali 



s r F, D' 1 ^ S D' 


D' S^, „ 

^/|_X,* CK 


s r ►'. D' 1 ,- » 1)' 

e» t VE, VI -«,-•' '«"Vi-*,- 


Vi-x,' '" 
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die si oUcnyono dalle due ultime delle (II) del n." 1 delle (21), soslilucndo in 
esse per N e 1' i velcri espressi dalle (37) Per eseguire questa determinazione , 
osserviamo intanto che le stesse equazioni possono scriversi sotto la forma 

D' /8 F, a\fGÌ 1 F| S_ D' JJ-i.-^"' — =0 

^JrjT \sv ^(j; Su / ^w, "o VI ~ X," ' «" VT^i? ~ ' 
^T->:f ^*» Ve7 *" -^ ' '" ^/t^~»7 VEi "" vr-~)i7"~ " ' 

ma poicliè le u e v sono geodetiche, dovrà essere identicamente 

^" s/G", Su ' ^" VE, ^« 

e quindi le precedenti equazioni si ridurranno alle due assai più semplici 



F< 



>=.^-^-^-ve;-: 



Vu, '"Vi-i, 






= 0, 



■^'o.-s; 



F, 



31» VT^k," ^/E, *!' Vi - 1,' 



che, come si vede, sono lineari rispetto a 

SD' S p; 

Ora, poich& il determinante dei eoeflìcienti di questo sistema è diverso da zero, 
essendo il suo valore eguale a 



CI,' - 1) VeTg, 



dovrìt essere necessariamente 



8" Vl-X,' 



VI - »,■ 



Vi - i.,' 
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Posto uguale ad uno il valore di questa costante (ciò che equivale a non tenere 
conto delle infinite superficie omotetiche a quelle die troveremo) sari per le (31) 

\/G, Ve; 

e la superficie richiesta, avuto riguardo alle (I) del n* 1, sarà rappresentata 
dalle equazioni 



(38) 



dx __ ! Jac, 






. sono dati diille (3S). 



Le formolo (38) a cui siamo giunti rappresentnno, corno è facile a verificarsi, 
una superficio pseudosferica di raggio =1. 

1?. Nella citata nota del sig. Voss si trovano svolte alcune consideraiioni 
sulle superficie minime che ammettono un sistema di linee geodetiche a tangenti 
coniugate. Qui dimostrerò come non esista effettivamente che una sola superficie 
di tale specie, l'elicoide rigata ad area minima. In quale però comparisce infinite 
volte come superficie di Voss, ammettendo infiniti doppi sistemi ili linee geode- 
tiche a tangenti coniugate. 

Infiliti abbiamo visto nel n." precedente che, se sopra una superficie si pren- 
dono per linee coordinate quelle formanti un doppio sistema dì geodetiche coniu- 
gate, per modo che l'elemento lineare della superficie sìa espresso da 



ds* = E dit» + 2F dudfl + Gdu* , 




VEG 



Ora, se si vuole che la superficie sia minima, basterà eguagliare allo tcro 
l'espressione della sua curvatura media, con che si troverà l'equazione di condi- 
zione 



Ve + VG = Of 
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ma per le (32) 






sarà quindi 



eguaglianza che dimostra dovere essere f una funzione di fu - v). In questa ipo- 
tesi la (33) diventa 

9t> Vi +X ' Sa) ~Sa \\ ■\-X ' du/ ' 
ossia, sviluppando ed osservando ctie 

eu* ~ duBv* 

duSv ì+l'^du\8v l+X du\ + Xf~ ' 
ponendo in questa 



si avrà l'equazione 



da cui , integrando , 
(41) 



V(o-.-,'(o(2-MS) = o 



~<f'{t) 9'(u-»} ' 



essendo k una costante arbitraria. Questa eguaglianza ci prova cbo {jl, e por con- 
seguenza anche X , deve essere una funzione di (u — v). 

Ciò posto, siccome per quanto abbiamo visto, Ve = — ^/7^ o per conseguenza 



m (fa» = E(du»-2Xdudc + du») 

lacuale, avuto riguardo alle (36), mostra che la superBcie è rappresentata in 
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inoJo conforaie sulla sfera di Gauss. Inollre, poiché per le (40) D=-D'',D'=0, 
l'equazione dilTerenziale delle assintotiche diverrà 

du» - de» = , 

alla quale si soddisfa nel modo 11 più generale con 

ti 1-» = cosi. , u— t) = C0St. 
Posto 

U + V = iX , «-c = p 

ed assunto le « e ^ a nuove linee coordinate, la (42) si trasformerà nella 

(43) ds» - ^' ' 

dove X, come abbiamo di sopra dimostrato, deve essere funzione di u — v, ossia 
di p soltanto. Ora essendo per le (3?) e (il) 



(l+X)' itMI+^)*~(l-X)»' 
la (43) , si cangierà nella 

la quale mostra che le a = cost. sono geodeticlie, ma per ipotesi sono anche as- 
sintotiche, quindi saranno linee retto, e perciò la superficie mìnima considerata 
non potrà essere che l'elicoide rigata, come appunto trattavasi di dimostrare. 

Facciamo di più vedere che su ogni elicoide ail arca minima esistono »' doppi 
sistemi di geodetiche coniugate, ossia che una tale superficie può considerarsi co 
volte superficie di Voss. 

Siano per ciò 

aj = pcosu , y = psentj , z = mv 

le equazioni dell' elicoiilc in discorso . essendo m il parametro del moto, cioè il 
rapporto della velocità di traslazione a quella di rotazione ; se ne dedurranno le 
formolo 

D = , D' = --— ^^ , D"=0, 

s/p* + 1)1 • 

ds* = do'- -h (p* + ni*) dv* , 
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Cd nnche, ponendo in quest'ultima 

u = f -=L^= Ìog(p + Vp* f ttC) = sett sen h • - , 

, ■' VP* + m' "* 

ds* = ni* cosh*ii (dii* + dv*). 

L'elemento lineare della superficie essendo cosi ridotto alla forma sotto la 
(juaio il LiouTìlle ha dimostrato che l'integrazione dell'equazione delle geodeti- 
che si cCTettua con quadrature, si troverà facilmente che 



(W) 



i^/i^ 



cos h'u -■ C* 



sarà l'equazionu generale delle geodetiche della nostra elicoide, nella quale C sia 
a rappresentare una costante arbitraria : mostriamo di più che per o^^ni valore 
di C le (44) rappresentano un sistema coniugato. 
A tale oggetto pongasi 

( Il '" +g='s- 

\ ' Vwt'coshMi-C» ^ 
(45) 



/ -J^ 



cosh*u - e* 

e si assumano le g ,)] a nuove linee coordinate ; allora la forma dilTerenziale 

D du* + W dv, dv + D" dt)» 
che nelle antiche variabili u e v era semplicemente espressa da 

- 2m du dv , 
nelle nuove diverrà 



- tm C \}m* cos h'u - C» (d|* - d)i') , 

e mancando in essa il termine in dldrj, possiamo senz'altro concludere che le 
E,i] formano erfetlivamente un sistema coniugato, indipendentemente dal valore 
della costante C. 

Volendo infine cercare quale superficie venga a corrispondere all'elicoide gobba, 
considerata come superficie di Yoss, se ne calcoli, nelle nuove coordinato (^|,;), 
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ii quadrato dell'elemento linenre, e si troverà, fucenito uso delle (4S), 

ds,* = m* cosh*u [ m* C08h*u (dg» + d)-,*) + 2 (m* cosh»u - 2C*)d5 d»j ). 
Por mczio poi delle (38) si vede subito che 



m^ C08 h*u 



sarà il quadrato dcU'elemcnto lineare della corrispondente superficie pseudosferica 
riferita alle sue assintoiiclio | , )] ; e sarà di rivoluzione , poiché come si icdc 
dalle (4S), il coefDciente 

1 _ - ^^* 



m*cosh*K 
di 2 di (J>i è una funzione di {i + 1]). 
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SOPRA DUE TEOREMI DEL PROF. GEBBIA 

ERNESTO BREGLIA. 



La rappresentazione geometrica del moto di un corpo rif^ido, die ha un punto 
Arso c non e sollecilato da forze, ha fornito, in questi ultimi anni, argomento di 
studio a pareccliì matematici- 

1/ Ing. H. Gebbia nel 188S ha enunciato o dimostrato due bellissimi tee* 
remi sulle quadrìctie omociclìche dell'ellissoide d'inerzia e sulle quadriche omo- 
focali dell'ellissoide dì girnzione, relativi al punto Osso (*). 

Posteriormente il Prof. F. Siacci, che fin dal 1819 nella sua memoria 
I L'iperboloide centrale nella rotazione dei corpi ('*) sì era occupalo di tale ar- 
gomento, ha comunicato (***) nel 1886 una nota alla B. Accademia delle scienze 
di Torino, nella quale stabilisce due nuovi teoremi più generali, da cui deduco , 
come casi particolari, quelli del Gebbia. E poco dopo il Prof. D. Padelletti 
ha presentata alla K. Accademia di scienze fisiche e matematiche di Napoli un'altra 
non meno interessante nula relativa allo stesso ar^jorncnto (****}. 

1 due anzidetti teoremi del Gebbia, che hanno iniziato la serie di tale studio, 
sono cosi formulati. 

Quando un corpo rÌgi<io, non sollecilafo da forze, gira inlorno ad un 8U0 
punto fisso : 

1° Qualungue quadrica omocwUca dell'ellissoide d'inerita relativo al punto 
^iso ed invaTiabUmenle legala al corpo roloia, senza strisciare, sopra una qua- 



(') Beale Accademia dei Lincei (atuo GCLXXXII I8S4-85} Serie 4*. Memorie 
della Classe di scienze fisiche, matemaUche e naturali, Voi. I. 

(**) In memoriam D. Che lini. Collectanea mathemathica 1881. 

(***) Atti della B. Accademia delle scienze di Torino. Voi. XXI 

(****) RendicoQli della B. AccadeinU delle Scienze Fisiche e Matematiche di 
Napoli. Anno SXV, fascicolo 9', Settembre 1880. 
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drica di rioolazione tisaa, il cni asse b quello della coppia ri»uUante delle quan- 
tità di moto. Le quadrichc fUse formano anche un fascio omologico. 

2' Qualunque quadrica oinoficale dell'ellissoide di girazione Telativo al 
punto fisso {reciproco dell' ellissoide d'inerzia rispello ad una sfera con centro 
nel punto fisso) striscia senza rotolare, sopra una quadrica di rivoluzione ^ta, 
il cui asse è qutllo della eoppia risultante delle quantità di molo. Le quadriclte 
fÌKse formano anche una serie omofocale. 

La dimostrazione datane dall'Autore, e pubblicata negli Atti delta R. Acca- 
demia dei Lincei, è condotta col metodo delle coordinate di punti e piani. Ora è 
a me sembrato che tali importanti teoremi meritino di essere conosciuti da cbian- 
que si occupa degli studii di meccanica razionale, ed afllnchò essi sieno accessi- 
bili anche a coloro che non hanno motta ramiliarità col metodo delle coordinate 
di punti e piani, mi propongo di darne una diinostrasionc, fondata sulla semplice 
nozione delle coordinate di punti, la quale , sebbene piii lunga , credo però che 
forse riesca più diretta ed evidente. 

PRIMO TEOREMA 

Dimoetraziona. 

Sta il punto fisso. S' indichino con jji, 1' asse di rotazione nell' istante die 
si considera, con u la velocità angolare di rotazione intorno a quest'asse, con G 
il momento delle quantità di moto rispetto al punto 0, con (p ,9,r) le compo- 
nenti di M rispetto agli assi principali del punto 0, con T l'energia cinetica e, 
finalmente, con (« , ^ < 'v)(X , |a , v) gli angoli di direzione dell'asse di rotasìone it^ 
e del momento delle quantità di moto G, e con l'angolo compreso fra queste 
duo diresioni. 

Assumendo come assi «oordinatt gli assi principali d'inerzia del punto ed 
indicando con A , B , C , i momenti d'inerzia rispetto a questi assi, è noto che si 
verificano le seguenti relazioni : 

Aj>» +B9» +Cr» =2T , 

A» p« + B» g» -»- C» r* = G» 

une n -T^IL. pna R ~ !L ma v — _ 



Ap 



ST_ 
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e che le equazioni dell'asse di rotazione [ig o del momento delle quantità di moto 
sono rispettiTamenle : 

cosa cosp coa-y ^ ' 



coaX cosjjL cos V ' 

Si sa inoltre che, indicando con H una quantità qualunque, l'equazione di 
una quadrica omociclica dell'ellissoide d'inerzia è : 

(A - H) ce» + (B - H) y» + (C - H) 2* = 1 (3) 

ed è chiaro che le coordinato del punto M, in cui l'asse (tg incontra la predetta 
quadrica Q, sono : 



Vìa: 


- H) co8»a -f (B 


-H)cos»g + (C- 


- H) 008*1 








cos^ 




V(A- 


- H) cos' + (B 


- U) cos* g + (C - 


-II) cos' Y 








COSY 





V(A - H) co3*a + (B - H) cos* g + (,C - H) cos'i 
le quali, mettendo per brevità: 



V(A - H) cos» « + (B - H) cos» p + (C - fl) cos» y = B, 
possono anche scriversi : 

cosa cosp cosY 

Premesso ciò, si conducano pel punto U due piani, uno (k) perpendicolare 
al momento delle quantità di moto e l'altro (o) tangente alla quadrica Q. Le equa- 
zioni di questi due piani sono rispettÌTamente : 

C08>.-a! + COStJ;-y + C08V-2 — =0 (4) 

2T — Hw* 

(A - H) COB a-x + (B - H) coep-y + (0 - H) cos-^.s ^^~^~~ = 0. (S) 

TOL. «TU. 39 
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Gntrnmbi inconlrono il momento delle quantità di moto, il primo in un punto 
S, il sccontlo in un punlo T. Le coordinate Ji S, che si ottengono dalla risolu- 
zione simultanea dell'equaiioni (2) e (4), sono : 

cos X ■ cos 9 cos u> cos cos v • cos 6 

^.= — g— ! !/. = — R— ■■ ='• = —5— 

e quelle del punto T , che si ottsngono dalla risoluzione simultanea delle equa- 
zioni (2) e (5) , sono : 

RCw , RCu HCo 

oppure, mettendo per brevità c* ' Z l 'tu ~^ ' 

a7i = KcosX ; 7/j = Kcos[i ; 2, = K cosv. 

Se poi si considerano simultaneamente le equazioni (4) e (5) , esse rappre- 
sentano la retta d'intersezione dei piani it e a, la quale risulta perpendicolare 
alla retta SM , come può agevolmente Teriflcarsi, osservando che lo suddette equa- 
zioni possono (eliminando una volta la y ed un'altra la x) essere scritte nel modo 
seguente : 

_ (B -U)cosp-cosv -(C -H ) cos Y- cos v- 

(A- Hj cosa-cosji.— (B - H) cosP'CosX 

_ ( C-H )c os-yco s X-(A - H )co8g'co sv .^^ 

*~(A — H)cosa'Cos|j.-(B - H)cosp'C03X •■ 



(6) 



CI) 



e che le equazioni della retta SH sono : 

_ C08 X ■ cos 6 — cos a _ cos X ■ cos ù — cosa cos v ■ cos 6 cos X ■ cos 
cosv ■ cos — cos *if cos V • cos — cos Y B B 

_ cosiJi'COsO — cosp cos|ji-cosO —cos 3 cosv -cos 6 COS I).- eoa 9 

'''"c06V-COS6 — COSf COSV-COStì -C08T B B , 

Ciò dimostra che il piano tangente 9 contiene una retta , la quale, giacendo 
nel piano n, è tangente in H al cerchio che giace in detto piano e che ha il centro 
in S e per raggio SM. 

Ora, lasciando invariata l'origine delle coordinate, si assuma come nuovo 
asse delle z il momento delle quantitft di moto, comò nuovo asse delle x la pa- 
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rallela alla SM (cbe giacerà nel piano dctermiiinto dui dello momento e dal punto 
M , il quale piano sarà il nuovo piano xz) e come nuovo asae delle y, per coiisc- 
Ijucnza, la normale al suddetto piano. 

Poiché 1 coseni di direzione della retta SII, che indicliercmo con a,b,c, sono: 

_ C09t^-C0S - cos p cos V ■ cos - cos Y 



le nuove a; e le nuove z dei punti H e T sono rispettivamente : 
senfl , cosO 

^' " IT ' ^t' ~ ir 

a;,' = ; z,' = k 

e quindi la retta HT, considerata nel nuovo piano xz , lia per equazione : 
sen 1 sen cos /cos „ \ / sen 0\ 

- T ■ ^ • — gi^ = (, TT - "H^' + Tt) 

ossia : 

la quale cviilcntemente è tangente in U alla conica .- 



B(cosO-RR) B 

E ciò dimostra che il piano o contiene anche una retta la quale, giacendo in 
itD piano perpendicolare a n , è tangente in M ad una conica che giace in detto 
piano perpendicolare. 

Segue da quanto si 6 detto cbe il piano ic è tangente in H alla quadrica ge- 
nerata dalla rotasione della contea <8) intorno al proprio asse , che 6 proprio il 
momento delle quantità di moto- 
La detta quadrica ha per equazione : 

KcosO "*" _ ""K' sìTn 'O " 
^H, iU^^F-KR) 

la quale, sostituendo ad II e K i rispettivi valori, e tenendo presemi le relazioni 
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(a) , diventa : 

(2^-n)z'»-H(a!'» + v'»j = l 

oppure, chiamando d la distanza del punto dal piano imariabile del Poinsot: 

(^^_H)z''-H(x'* + y") = l. (R) 

Questa oquasione fi indipendente da : dunque la proprietà veriQcata pel punto 
M è vera per qualunque altro [lunto e resta quindi dimostrato il primo teoremn. 

Se invece della quadrica Q si considera la quadrica Q' : 
(A - n) X* + {B - H) a» + (C - H) 2» = - 1 
omociclica dell'ellissoide coniugato a quello d'inerzia, di equazione: 

Aaj» + By* + Gz* = - i 
si trova cho Q' rotola, senza strisciare, sopra la quadrica di rotazione Dssa(R): 
M 



(iì-H)/'-H{a)» + y») = 



-1. 



DISCUSSIONE 

Bulla natura delle quadriohe rotolanti e fìsse e sulla realtà 
del rotolamento. 

Mi occupo prima delle quadriche rotolanti. 

La nnturu dulie quadriche rotolanti dipendo dal segno e dal valore della quaa 
titA H rispetto alle quantità A , B , C. 
Ora supponendo che sia : 

A<B<C 
si presentano nove casi ì quali sono riassunti nella seguente tabella: 
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Valore di H 


Qiiadrica Q 


Quadrica Q' 


Osservazioni. 


H<0 


Ellissoide reale 


Ellissoide imma- 


1 semiassi di questi ellissoidi 






ginario 


sono minori dei semiassi 
dell'ellissoide d'inerzia, per 
cui li chiamerò ellmoidi 
interni. 


H = 


Ellissoide del 


Ellissoide imma- 






Poinsot 


ginario coniu- 
gato a quello 
del Poinsot 




0<H<A 


Ellissoide reale 


Ellissoide imma- 


1 semiassi dì questi ellissoi- 






gioario 


di sono maggiori di quelli 
dell'ellissoide d'inerzia ed 
inoltre i loro assi maggiore 
e minore coincidono rispet- 
tivamente con l'asse mag- 
giore e minore dell' ellis- 
soide d'inerzia. 
Li indicherò col nome di el- 
lissoidi estemi con gli ossi 
coincidenli. 


l( = A 


Cilindro ellittico 


Cilindro ellìttico 


Questi cilindri hanno per asse ' 




reale 


immaginario 


r asse maggiore dell' elIìB-, 
soide d' inerzia. 


A<H<B 


Iperboloide ad 


Iperboloide a 
3 falde 


L'asso immaginario di Q e 




I fiilJa 


l'asse reale di Q' coincidono 








con l'asse maggiore dell'el- 








lissoide d'inerzia. 


H = B 


Cilindro iperbo- 


Cilindro iperbo- 


Questi due cilindri hanno en- 




lico 


lico 


trambi per asse l'asse me- 
dio dell'ellissoide d'inerzia; ; 
se non che l'asse immagi- 
nario della iperbole diret- 
trice per Q coincide con 
r asse maggiore dell' ellis- 1 
soide d' inerzia e per Q' 
coincide con l'asse minore 
dello stesso ellissoide. 


B < H < C 


Iperboloide a 


Iperboloide ad 


L'asse reale di Q e l'asse im- 




t falde 


1 falda 


maginario di Q' coincidono 
con l'asse minore dell' ellis- 
.soide d'inerzia. 
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Valore di H 


Quadrici! Q 


Quadrica Q' 


Osscì-vazioni. 


H = C 


Cilindro ellìttico 


Cilindro ellittico 


Questi cilindri hanno per os 




immaginario 


reale 


se l'asse minore dell' ellis- 
soilc d'inerzia. 


C<H 


Ellissoide imma- 


Ellissoide reale 


I semiassi di questi ellissoidi 




ginario 




sono niagKtori di quelli ilel- 
r ellissoide d' inerzia ed i 
loro assi maggiore e minore 
coincìdono rispcttivainente 
con r asse minore e mag- 
giore dell'ellissoide d'iner- 
zia, ti chiamerà ellissoidi 
esterni co» gli assi inver- 
UH. 



Passando poi ad esaminare Io quadriche fisse si osserva che la loro natura 
dipende dal segno e dal valore di H relativamente alla quantità -r^ , e possoDo 
presentarsi cinque casi che sono conteuuti nell'altra seguente tabella. 



Valore di H 


Quadrica B 


Quadrica R' 


H<0 


Ellissoide reale 


rio 


H = 


Coppia di piani del 
Poinsot 


Coppia di piani con- 
iugati immaginarli 


0<H<i 


Iperboloide a C falde 


Iperboloide adi falda 


"4 


Cilindro circolare im- 
maginario 


Cilindro circolare 
reale 


«>}. 


Ellissoide immagina- 
rio 


Ellissoide reale 



Volendo ora esaminare lo relazioni tra la natura dello quadriche rotolami e 
quella delle quadriche fisso , bisognit piiragonaro il v.ilorc della quanlilà -^ ai 



,y Google 



X 31 1 )( 
viilori (li A , B ,C e poiché il valore di -tj è sempre compreso tra A e G si ha clic: 

Al 1" caso della 1' tabella corrisponde sempre il i" caso della 2' tabella 

■ Al 2<» )) n n » 2» » fl 

Al 3'> e 4" » » » 3« 1) B 

Al 8" e 9» M » J> I. 5» » » 

Per conoscere poi quali sieno i casi della 2* tabella che corrispondono a 

quelli 5" , C** e 1° della 1* tabella bisogna distinguere i movimenti, pei quali 

1 1 

■j^ è compreso tra B e C da quelli pei quali -j è compreso tra B e G e da quello 

speciale in cui ;ji = B, 

Nei movimenti della prima specie : 

Al 5' caso della 1' tabella corrisponde li 3°, A", o 5° della 2' tabella, se- 
condo che il semiasse immaginario dì Q oil il semiasse reale di Q' sono 



Al 6" e 7° caso della 1* tabella corrispondo sempre il S° della 2*. 
Invece, nei movimenti della 2' specie. 

Al 5" e 6° caso della 1' tabella corrisponde sempre il 3" della 2*. 
Al 1" caso della 1* tabella corrisponde il 3", 4' o 5* della 2' tabella, se- 
condo che il semiasse reale di Q ed il semiasse immaginario di Q' sono 



Nel movimento speciale in cui - 
da quelli già trovati precedentemente è che : 

Al 6' caso della 1' tabella corrisponde il 4' caso della 2* tabella. 

Nella discussione fatta non si ò tenuto alcun conto della realtà del punto di 
contatto del piano tangente comune alle superficie rotolanti e fisse. Intanto ò da 
avvertire che, se il contatto avviene in punti immaginarli, non vi sarà rotolamento 
errcttivo. 

Il punto di contatto ò reale sempre che le sue coordinate sono reali e poiché, 
per la quadrica Q queste sono espresse da: 

cos'ct cos'g C06*t; 
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si deduce che per la quadrica Q il contatto è reale sempre che è reale la quan- 
tità B, cioè sempre che è positiva l'espressione 

(A - H) cos*a + (B - H) cos»^ + (C - H) C03»t 

e poiché questa si riduce a : 



il contatto, come osserva ii Gebbia nella sua memoria, è reale o immaginario, 
secondo che : 

2T - Hw' J 

e quindi : 

So H è una quantità negativa il contatto è sempre reale. 

Sii poi n e una quantità positiva, il sogno del binomio '2T — Hu* dipende dal 
valore dell' espressione — j. Infatti il contatto è reale sempre che 2T>nw*, ossia 



2T 2T 2T 

di u, il massimo dell'espressione —, sarà — = ed il mìnimo — ; , e quindi : 



Se n > — ;, il contatto è sempre immaginario. 

2T 2T 
Se invece H è compreso tra ^ e — = . il contatto sarà reale fino a che si 

verifica la disuguaglianza n < -^ , e poiché, indicando con l il raggio vettore del 
i_ 

pel quale si ha H < rj- , ossia fino al punto pel quale si ha I < -pr : da quel 

punto in poi diverrà immaginario. Ora, per qualunque punto si ha sempre l>d: 

2T 
quindi, chiamando ni ed n il minimo ed il massimo raloro dell'espressione -j , 

sarà sempre m < n < -r^. Quindi , nei movimenti pei quali -tj è compreso tra A 
B, si verifica la serie di valori disuguali : 

A<m<n<B<C 
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la quale si veriDca egualmente anche net particolare moTÌmento pel quale ^ è 
uguale a B. 



lori disuguali : 

A<B<m<n<C. 

Tenendo presenti tali considerazioni è facile veliere in quali dei casi, prece- 
dentemente esaminati il rotolamento della quadrica Q è reale ed in quali ha un 
semplice signiflcato geometrico. 

Per la quadrica Q' le coordinate del punto di contatto sono : 

cos*« cos'P coa'-y 

R~ ' ~ R ' R 

ed esse sono reali se è negativo il binomio 2T — Hu'. Ne segue che, se è reale 
il contatto per Q, è immaginario per Q' e viceversa. 

Dalla fatta discussione sia sulla natura delle quadrìche rotolanti e fisse, che 
sulla realtà del rotolamento facilmente si deduce clic l'enunciato del primo teo- 
rema del prof. Gebbia può essere completato nel modo seguente: 

Quando un corpo rigido, non sollecilalo da forze, gira inlorno ad un suo 
pwnfo fìsso, mentre l'ellissoide d'inerzia relativo al piinlo fisso rotola, senza stri- 
sciare , sopra Ulta coppia di piani paralleli ed il suo coniugato immaginario 
rotola, senza slrisciare , sopra una coppia di piani paralleli immaginarii, ttitle 
le quadriche omocicUchc di dello ellissoide d'inerzia e del suo coniìigalo imma- 
ginario rololano, senza slriscinrc , sopra quadricUe di risoluzione fisse, il cui, 
asse è quello del momento delie quantilà di moto. E propriameiUe : 

A) Talli gli ellissoidi interni rotolano sopra ellissoidi reali o immaginarii, 
e realmente o tmmaffiiiartamenle, secondo cfte è reole o immaginario l'ellissoide 
rotolante. 

B) Di tutti gli ellissoidi esterni. 

a) quelli con gli assi coincidenti, se sono reali, rotolano realmenle sopra 
iperboloidi a due falde , e , se sono immaginarii , rotolano immaginariamente 
sopra iperboloidi ad una falda. 

b> e quelli con gli assi invcrtili, se sono reali, rotolano reatmeafo sopra 
clligsoidi reali, e, se sono immaginarii, rotolano immaginariamente sopra el- 
lissoidi immaginarii. 

C) Gli iperboloidi ad una falda di asse immaginario l'asse maggiore del- 
l'ellissoide d'inerzia : 

a) «et movimenti pei (/itili — è eo?jipreso f»o A e It. 
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1) se hanno ti semiosse immaginario minore di 



^/A(l* - ì 
aopra iperboloidi a (hw falde, ed il rololammlo ; 

o) per quelli per cui H è minore di m è sempre reale. 

p) per quelli per cui H è maggiore di n ò sempre immofrinorio. 

Y) per quelli per cui H è compreso ira ra ed n è reale in quei punii 

pei quali 1 < ~= , immaginario nei punii pei quali !>--=, 
vH vH 

ti Se hanno il semiasse immaginario eguale a , rotolano 

vAd* ~ 1 
immaffinoriamcnfe «opra cilindri circolari immaflfnarii. 

3) se hanno il semiaste immaginario mogfftore di — t rotolano 

V Ad* — 1 
immaginariamente sopra elti'ssoidi immaginarti. 

b) nei movimenti pei quali tj è compreso (rn B e C ed in gwello pel 
guale « = B > rotolano realtncnle sopra iperboloidi a due falde. 

D) Gli iperboloidi ad una falda di osse immaginario V asse minore del- 
l'ellissoide d'incrzfo : 

a) nei mocinienli per cui ^j è compreso tra A e B ed in quello pe 

quale 7j = B , rotolono realmente sopro ellissoidi reali. 

b) e nei movimenti per cui t; è compreso tra B e C : 



sopra iperboloidi ad una falda, ed il rofolomenlo. 

a) per quelli per cui H è minore dt m è sempre immaginario. 

^) per quelli per cui H è maggiore di a è sempre reale. 

Y) per quelli per cui U è compreso fra m ed n è immaginario in guei 

punii pei quali 1 < -t= , reale in quei punti pei quali 1 > — . 



ì) se hanno il semiasse immaginario cgu(Ue a - 



VAd» - 1 
rcolmcnfe sopro cifindri circolari reali. 

3) se hanno il semiasse immaginario maggiore di ■■ .=u^_a. . rotolano 

%/Ad» - 1 
reolmenle sopra ellissoidi reali. 

E) Gli iperboloidi a due falde di osse reale l'asse maggiore dell'ellissoide 
d' inerzia. 
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a) nei movimenti pei quali -n è compreso ira A e B. 

1) se hanno il semiasse immaginario minare di ■ ■ ■ — , rotolano 

sopra iperboloidi ad una falda, ed il rolotatnenlo : 

a) per quelli per cui H è minore di m ò sempre immaf^inario- 

P) per quelli per cui H è maggiore di a è sempre reale. 

t) per quelli per cui H è compreso ira m ed a è immaginario in 

quei punii pei Quali 1 <-7= > reale in quelli pei quali ) > — = . 

2) se ftanno il semiasse immaginario cguaie a ■ — '-' — 



realmenle eopra cilindri circolan*. 

3) se hanno il semiasse immagiinario maggiore di ~-=^:= , rotolano 

vAd' ~ 1 
realmente sopra ellissoidi reali. 

j 
b) nei movimenti pei ^ualt -^ è compreso ira B e C ed in quello pel 

¥) Oli iperboloidi a due ^atde di asse reale l'osse minore dell'ellissoide 
a' inerzia : 



quale 3i = B, rotolano immaginariatnenle sopra ellissoidi imma^inarit. 

b) nei movimenti pei guati -t^ è compreso tra B e G : 

1) se ftanno il semiasse immaginario minore di ■ ■-■ _ ■ r ; . rotolano 

VAd' - 1 
sopra iperboloidi a dve falde, ed il rotolamento è : 

a) per quelli per cut H è minore di m sempre reale, 

^) per Quelli per cui H è tnaggiore di n sempre immaginario, 

-f) per quelli per cui H è compreso fra m ed n reale in quei punii 

I 1 

pei quali 1 < ~^ , immaginario per quelli pei quoIì 1 > -— , 
vH VH 



VAd' - 1 
immaj^inariantente sopra cilindri circolari immaginarii 

3) se lianno il semiasse immosiinartn mfli79torc di ■■ . rotolano 

VAd»-! 
immcrjyiTuirtamenle aopra ellissoidi immaginarii. 
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C) Dei cUlndri ellilUci : 

a) quello di asse l'asse maggiore deU'ellissoide d'inerzia, se è reale, 
rotola realmente aopra un iperboloide a due falde, e, se è immaginario, rotola 
immaginariamente sopra un iperboloide ad una falda, 

b) e quello di asse l'asse minore, dell' ellissoide d'inerzia, se è reale, 
rotola realmenfe sopra un ellissoide reale, e, se è immaginario, rotola immagi' 
nariamenie sopra un clltssotde immaginario. — 

li) Dei Cilindri iperòoloici : 

a) quello che ha per asse immaginario della direttrice l'asse maggiore 
dell'ellissoide d'inerzia: 

1) nei moDìmenli pei quali -^ è compreso (ra A e B rotola immoli- 
tiartamenle sopra un ellissoide immafrtnario. 

2) nel mo«imenlo pel quale ^ = B rolola immoflinoriamenle sopra 
un cilindro circolare (mmogiiiario. 

3) net movtmenfi pei quali ^ è compreso Ira B e C rotola realmenlc 

sopra un iperboloide a due falde. 

b) quello poi c/te ha per asse immaginario della dircltrice Casse minore 
dell'ellissoide d'inerzia; 

1) nei movimenti pei quali — è compreso ira A. e B rolola realmeiiic 
sopra un ellissoide reolc. 

2) nel movimento pel quale t; = B rotola realmente sopra un cilindro 
circotare reole. 

3) e nei mocimenfi pei quali -j^ è compreso (ra B e C rotola immo- 
ginariamenle sopra un iperboloide ad una falda. 

Secondo Teorema. 

Dopo dimostrato il primo teorema, credo cbc il secondo non possa ammettere 
una dimostrazione più semplice di quella indicata dal prof. Gebbia. 

Descritta, con centro nel punto fisso 0, ona sfera di raggio uguale all'unità, 
si costruiscono lo superficie polari reciproche delle quadrictio Q ed R rispetto a 
questa sfera, e, chiamandole rispettivamente Q, ed R, , l'equazione di Q, sarà: 

A-B B-H O-H 
eh' è l'cquasionc di una quadrica omofocale dell' ellissoide di girazione relativo al 



yGoogle 



K 317 )( 
pDDto Asso, e quella di B, sarà : 



l-d»H H 



[W* + ìr) = i. 



Al punto H di Q (comune con R) corrisponde in Q, un piano tangente |ji (co- 
mune con Rt) perpendicolare all'asse di rotaiione istantaneo che passa per H, ed 
al piano y. tangente comune in M, corrisponde il punto di contatto comune S del 
piano [Ji. Quindi le due superficie Q, ed R, si mantengono sempre tangenti ed 
io ogni posizione l'asse istantaneo di rotazione è perpendicolare al piano tangente 
comune ; ma non passa per il punto di contatto. 

Anche qui, se si considera la quadrica Q,' : 

A-ir B-H- C-H 
si trova che essa striscia sulla quadrica B/ : 

Si potrebbe per questo secondo teorema fare una discussione analoga a quella 
fatta pel primo, e si potrebbe quindi enunciare anche il secondo teorema nello 
.stesso modo dettagliato come è stato enunciato il primo. Ma essendo tale discus- 
sione del tutto analoga alla precedente, credo utile tralasciarla. 

Napoli , Dicembre 188S. 
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lE COORDINATE GEODETICHE ECC. 

PER 

GIOVANNI DE BERARDINIS 
(continuazione, vedi pag. 152) 



Le coordinate geodetiche ortogonali e le geografiche 
suirellieeoide di rotazione intorno all'asse minore. 

1. Formole e definizioni fondamenlali.-Le equazioni io coordinate curvilinee, 
che danno la misura della curvatura in un punto di una superQcie, e la rarlatiODe 
della direzione di una geodetica, tracciata su di essa, quando si passa da un punta 
ad un altro ìnflnitamentc vicino , divengono molto più semplici , se si assume a 
lince coordinate un doppio sistema ortogonale di linee. In tal caso (*), la espres- 
sione dell'elemento lineare della superficie si riduce a 



ds = *jEdu* + Qdv* ; (i) 

la equasìone che dà la misura k della curvatura diviene 

.Ea.=E||?|.E(|S)Va|||2.o©-_,.a(-.||) ., 

e quella che dà la variazione d9 della direzione della geodetica 

\ dE , l dQ, 
2 9© 2 Su 

essendo 6 l'angolo, che la direzione dell'elemento ds della geodetica Torniii con 
quella della linea v = cost. nella direzione in cui » aumenta, e contuto posiliv»- 
meote a partire dalla linea v^coat. dalla parte in cui v cresce. 



(") V, GauHa. Surfaces courbes art. XIX. 
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Or& aasumiaino a linee coordinate, per la determinazioDe dei pnntl della su- 
perficie un sistema di geodeticlic v, e per linee u le loro traiettorie ortogonali L, 
che sono tra loro gcodelicamenlo parallele, come immediatamente risulta dalla (3), 
che dovendo essere reriflcata in questo caso da dO=0 e dc=0, per essere v=cost. 

uoa geodetica, dovrà aversi ^ -^< ossia E funzione della sola u , e quindi co- 
stante l'integrale 






du 



che rappresenta la lunghezza dogli archi delle linee v compresi tra le due linee 
del sistema u u = u, u = u,. 

Prendendo per parametro dello linee L l'arco u delle geodetiche v, ed indi- 
cando con wyz le coordinate ortogonali di un punto di una linea v, saranno 

dx cy dz^ 
8u du dv, 

i cosfioi degli angoli, che la tangente, ad essa geodetica nel punto considerato, 
forma con i tre assi coordinati, e perciò 



-©'-©^©•=« 



in conseguenza le equazioni (1) (2) (3) divengono 

ds= Vdtt» + GdD» (4) 

e ponendo Vtì =m 

che sono le formole fondamentali per la teoria delle coordinate geodetiche ret- 
tangolari, e nell'ultima delle quali possiamo introdurre il complemenlo a 90' di 
6, che chiameremo ortea(aoien(o od angolo di direzione, e si ottiene 
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Ora sia NS [Fig. 3] una detcrminata liaea della superficie , e cbe nel caso 
della ellissoide di rotazione intorno all'asse minore, supporremo essere un meri- 
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(Fig. III), 
diano condotto per un punto di conosciuta posizione geografica; un punto P, 
dell» superficie potrà essere determinato mediante l'arco y = u di una geodetica 
condotta per P normalmente ad NS, e dell'arco a: = v = OH, contato sulla linea 
NS a partire da 0, positivamente verso S negativamente verso N, ed i/ =u posi- 
tivamente da un lato (ovest) di NS, negativamente dall'altro. È questo il sistema 
di coordinate geodetiche ortogonali di cui parleremo. 

Se per i punti H, W^ ... della linea NS (asse delle ascisse i/=0) si conducono 
delle geodetiche normali ad essa, e sì costruiscono i luoghi geometrici dei punti, 
che si ottengono prendendo su tali geodetiche a partire da NS archi di uguale 
lunghezza, si avranno i due sistemi di linee u,v ed ora y ed x pel cambiamento 
fatto di notazione, volendo adoperare u,v per denotare quantità analoghe a quelle, 
che esse rappresentano nei risoluti problemi sulla sfera. Introducendo tal cam- 
biamento delle variabili u e v in j/ ed x nelle due equazioni (a) o (e) si ottiene 






(5) 



(6) 



2- Determinazione dì m per l'ellissoide di rotazione. Per eseguire tale ri- 
cerca è prima necessario vedere, come varia k al variare di y su di una qualun- 
que delle geodetiche P,H, , PjHj... A frale scopo^ proponiamoci trovare la relazione 
esistente tra i valori di K =('o/c* (a, essendo il semiasse maggiore dell'oltìssoide) 
corri spofi denti a due punti P, e Pt di una geodetica uscente da P, con l'aiimut 
a, , essendo P,P, = e. 

la misura della curvatura in un punto P, (IcH'ellissoìde in funzione della la- 
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titudìDe ridotta è 



sarà quindi 



X S«i )( 



pK Qo*(l -P*COS»«,)* 



K=: 



(1 -e*co8*u,)» 

espressione . in cui si può introdurre in luogo di u, la latitudine ridotta u del 
punto B, ove essa geodetica P^Pi s'incontra normuimcnte col nieriJiano , o ciò 
ctie è Io stesso del parallelo Nord a cui essa geodetica riesce tangente , e l'arco 
sferico 9, corrispondente all'arco di geodetica l>,B nel teiangolo ausiliario d 
Bessel, 1 cui lati ed angoli opposti sono 



denotando w la dilTerenza di longitudine srcrica tra P, e B che presentemente 
non c'importa considerare. Da tale triangolo sferico si hanno le relazioni 

senu, = senu coso, 1 

(1) 

Ben t( Ben 9, = cos ii , cos a, ) 

in conseguenza della prima dello quali si ha 

.1 /. < . 1 /. e'seii*ii . \ 

(1 — c*cos*w,) = (l - e*cos*H) Il — , T— sen*o, 1 

^ *' ^ \ 1 - e' cos* u V 



e ponendo 

_ fi senu 
\/ 1 - e' cos* u 
sarà 

(1 — e*j(l —II* Bcn*9,i* 

Chiamando 9, l'arco sferico corrispondente ad d, - BP, , si dcUuc<!, Ini i va- 
lori R( e K| , che si riferiscono ai punti P, e P, la relazione 

(I -;.'scn*o.)' 
» ' {l-(i»Bcn*a,)» 
TOL. xxvir. Il 
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e trascurando i termini in h* 

K^ = K^ i 1 i-ft»(2sen*o»-2 8en»o,) -t- . . . ! 

ovvero ponendo af = ai + la 

R^ = RÌ ( 1 +h*[cos«(i, -coaC3o, + 2io))+ . . .]. 

Sostituondo at) /t' il suo valore e*sen*((, quando si trascurino i termini in 
e* , ed avvertendo alle (1) si deiluce 

sen*u cosSff, = sen*«, — eoa* », cos*a, 

sen* u san "ìa, = sen 2u, cos a, 

e quindi 

R^ - K, j 1 I e*Isen?43sen2ii,cosa, +3sen*io(sen*«, - cos*u, cos*2,ì ] + . . . i 

Ma dalla formola di Bessfì) (.'>, clic dà l'arco s di una geodetica suH'clli'!- 
soide in finzione dell'arco sferico corrispondente, si vede clie la dirTcrcnza tr» 

A? ed — è dell'ordine di — , perciò con la stessa approssimazione Ri ha 

K^= R,j 1 (fi' Isen2 — Ben2((|Cosa,f3sen*— {sen*w, cos*«,cos*a,| + ... | (2) 
dalla quale si deduce 

H, = K, 1 1 +2e» — sen 2i/, cosa, +T» [ (3) 

Applicando la (2) ai punti P, ed H, della geodetica P, H, , si dovrà porre 
a, = 90" ed s = j/ , e si otterrà 



C) Helmert. Theorien dar hOherett GeodSsie pag. 223 P. (9) I Teli. 
Jordan. HaDdbuob der Yermessungflknnde 2' voi. pag. 353 F. (3! 



I 
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se fi ed — ai consideriino come ili l** ordine. Sostituendo nella (S) § 1 , si ottiene 

cbe 6 soddisfatta da 

m^cos^l^ \^Kjj + 1, 

L'iiUdKiune, in cui è utile iiiliuduri'c la iiusui'a della curvatura in un punto del- 
l'asse delle uscisse, G clie |iuò essere il punto origine UoUc ascisse. Per appli- 
care la (3) ai punti II, ed fa d'uopo porre 

a, = 8 = x u, 3. Uo "K, = Ko K; = KTj 
e si ottiene 



RH = Ko|i+2e»--sen2Wo + T» 



e sviluppando cos — ^Hr in serie, risulta 



m = cos — VKo - lio e* ^ sen lu. + T- (4) 

e ponendo 

e moltiplicando il 2," termine della (4) per VK^, ciò che porta solamente un er- 
rore di ordine più alto, si a\r& 

m - COS)] - 6 Ej §ii» + T, (6) 

e con la stessa approssimsEione 

1 

-^scc))-(-6Eo5n* ^ T- O) 

equaiioni (6) e (1), ciascuna delle quiili mostra come i problemi roAalivi aU<ì coor- 
dinale gcodeliche orlogonali suWtilUssnide, siloo una piccota correzione, si pos- 
sono far dipenilere dagli slesfi jìroblcmi sulla sfera di raggio — —:= -Jc^. 
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3. Estinzione diffisrnvziule per la distanza geodHica tra due punti dati per 
mfzzo delie loro coordinale. 

Sia s l'arco P,P di una <.'co(letÌca uscente da P, con l'angolo di direttone a,, 
se supponiamo die vari! x di dx e rimanda costante la y, si passa dal punto P 
al punto Q. e conduccndo la geodetica P,Q o la PR normale a P,P , si potrà con- 
siderare QR come l'aumento parziale di a, quando varia la sola x, e si avrà, 
essendo QP - mdx 

ds = ntdircoBa 

essendo a l'orientamento in P di P, PP*. Analogamente dal triangolo PQ'R', che 
sì ottiene supponendo che varii la sola y di dy, si ha 

Q'R' = 38 = 9y8ena 

in conseguenza risulta la equazione 

(JlV + f^iV^, 

\mdas/ ^^dyf 
che, moltiplicata per 48*, si può scrivere 

Cangiando s in a = ~ Vk^ , ed avvertendo che fc ed i/ si mutano io E ed i|. 
avremo pure 

equazione che integrata , tara conoscere che tonsione sia o* di S ed i] , e quindi 
ponendo 

1 85' \ 

(!) 
= sena = 5^ ) 

si avranno ocosa e osena, dai cui valori si rìcaveranao quelli di o* e di a. Uno 
scambio, tra le courdinate dei punii nelle (2), offrirà il meno di calcolare a,, 
quindi sarà nota anche la differenza a, — a. 
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4. Determinazione di o*. Cbìamiamo V '^ espreasione di o* per la sfera di 
raggio a^: VB^ , ossia quando per — si prende soIameHte seci], ed ìndicliiamo 

con V la correzione, certamente molto piccola, da apportare a o,* per avere a*i 
poniamo cioè 

o» = V + V. (1) 

Con tale equazione la (1) g 3 si trasforma in 

■sf + ad ('«" + «i^. W + '••>' + 1^ + 5?] = "•■ + " <■') 

la quRle, da una parte, ai semplifica per mezzo della equaeioDe 

rSo.'V , tdcJV , , 
[-j|.Jsec>,+ [-J-J=K> 

che sussiste per la sfera, e dall'altra coU'osservare, che le seconde potenze dei 
quozienti differeniisli di V rispetto a $ ed )] , si possono trascurare in confronto 
alle prime, poiché V proviene dal termine 6E, |i]*, ed è, come appare dalla stessa 

equazione (3), dell'ordine del prodotto di 6Ko$)]* per (-pf- ) > ossia di 1" ordine 

essendo -r~ di primo, perciò i quozienti diDeronziali ;r=- e — saranno di 6° or- 

dine, i loro quadrati di 12" ordine. Si avrà adunque trascuran<lo nella (3) i ter- 
mini di ordine superiore al 7" 



ma poiché 






dove T è una funzione di 1* ordine come si è osservato , che inoltre deve avere 
per fattore e*, dovendo annullarsi nel caso delia sfera, in conseguenza dovrà es- 
sere dì 5<* ordine rispetto a 5 . >] > 5l « >!i e simmetrica rispetto a tali coordinale 
dei due punti P e P,. Immaginandola sviluppata secondo le potenze ascendenti di 
45. si vede che deve avere per fattore 45, poiché per 45 = 0* = 4>i* e quindi V 
svanisce» non può inoltre contenere potenze ìmpari di 45 , perchè ciò contradi- 
rebbe alla simmetria rispetto alle coordinate dei due punti, sì deve quindi porre 
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trascuranilo ì termini in A^* 

V = E(, 4=- [%(ar* ^■ br,,^ + er, >!,) + S, (.hr,'' + oi),' + o] ij,) ) + Tg {4} 

dove ab e sono coclTicicnti da dctcrniiniirt!. Il risultato conTurmerà l'ipotesi. 

Con la sostituzione delia precedente espressione di V . e delle due dcrìiate 
parziali che da essa si ileducono nella equazione (3) . trascurando di scrÌTcre il 
comune fattore E^ \l*, $i ottiene la equazione non ridolt<t 

2 1 5("»i' + frV + fili) +5i (''>)* + ("il* + "111)! +(5 -5(K«1* + &ii* i-f'i'iiV*- 

+ (1 -J].) U(5<i>J + cr„) + g,(2^ -f- cri,)] + 125)5* = SK** t ^i' + cr,r„) 1- 

elle dev'essere identicamente verificata, ciò die è possibile pel solo sistema di 
talori 

a = -3 6^-2 e = -l 

elio sostituiti nella (i) ed il risultato nella (1) danno la cercata espressione 

0*. fl,*-E,A$»l5(3)j' + )],*-(-a>ì)i,) + 5,('j'-i-3>i,' +2)i>i,)i fT,. (5) 

Trovando le due derivate parziali di o* e sostituendole nelle (ì) $ 3 sì ottiene, 
dalla prima 

ocoso = (8Cci; + 6Eo5»;' + T,) X 

><lli;-E..5K|,-+?V.3,„).5,(-!v.|„-M„)]^T,ì 

ovvero ponendo, per ,Tseci) „-?■, (a cosa)© corno espressione valevole per la sfera, 
ed avvertendo che - —r^ = A5 + T, 

(Jcosrt = (ocoso)B + 
+ E.a5[s(j1-- |l,' - 3n) * !,(• >!■ -f 1," r„,)]+T,; (t) 
dalla seconda 

o8enn = ((Jsena)o- E,4£ [§(3l + ij,) + ;(>] -f- n.)] t T, 0) 

{continua) 
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SULLE FORME BINARI 

NOTA 

n I 
CESARE MOLLO 



Mi propongo mostrare come ai può ottcDere l'espressione di una forma i«va- 
riantiva d'una data forma binaria, per mezso dei fattori lineari della forma fonda- 
mentale, si;gucndo il processo di spinte (Oeberschiebuagnn) con cui quelle formo 
iiivnrjnnlivf! si calcolano {'). A tal' uopo calcolerò le espressioni delle forme inva- 
riantivc apparlcncnli ai sistemi completi relativi alle Torme binarie quadratiche , 
cubiche e biquadniticlic. 

Rammento le seguenti identità, delle quali occorrerà fare uso in seguito : 

{6c)a^ + (ca)6^+(ab)c^ = (A) 

iab) {ac) ò^ c„ = J [ (dò)' c^» + (dc)» fe,» - (6c)' aj ] (B) 



(C) 



i. Sia la forma quadratica 

Facendo la polare rispetto ad y, si ha 

2(Uo„ = «,i 



•"» "v -"^aiVy-r "1/ fx 



(*) Sullo stesso argomento ofr, Gordan-ForlMun^tf» Uber Invariantcntfteorie , 
voi. 2* psgg. 41 e 138. 
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e mutando a; in oc e j/ io ^ 

((i«)(ap) = -g(«p)»; 

d' altra parte, da b^* = a» ^z ■ mutaDdo ce in a, sì ottiene 
(aft)* = (aa)(op). 
Le due ultime uguaglianie danno subito, pel discriminante D di f, l'espressione 

D = -l(a?)'. 
2. Consideriamo la cubica 

Si ha 

SaJ a, = «, p, -f, t «. P, T. + «, h T> . 

e mutando y in p 

3(?'>)".' = (fT)«,f, + (NP.-r.- (I) 

Facendo ancora la poiare di (I) rispetto ad y e mutando y in Y nel risultato, si 
ottiene 

8 . 3 (fa) (T<.) 0. = - (W «, - 1 m (r») P. + (S«)(f T) Ifx 1 . 
donde risulta 

!-3 (Po) (IO)», a, = - (Pr)*«.' - I'T?)(Y«)P.«. + (f»)(PT)».1«l- (!) 
Ora, applicando l'identità (B) si iianno le seguenti : 

i-4) h») P. ». = 5 ( (yP)' «.' + (Y')' P.' - (P«)' Y.' 1 

(?«) (PY) ». Y. = ^ I (?■■)' Y," + (PY)' V - C«Y)' p.' 1 
dalle quali, sommando, si deduce l'altra 

(yP) (Y«) P. «, + ( !') 'Pt) ». T. = (Py)'»,'- 
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A causa di questa relazione, si ba da (2) 

(f»)(-rn)a,», = '- 1 (Wa,'= ^ [(•r?)(l«)?, '. + (P')(?T)«^ir„l- (5) 

Intanto da b^* = a.^^^fg si ha 

3*1 V = «, P, r, + », Pi T, + «, P, K. . 
da cui 

(a6)> 0, 6, = j[ (Po) (fa) o. a^ + fta) (aii) 0;, f^ + (««) (fa) o, i, ). 

Qui il primo membro è l' tiessìano Jt di f, applicando al secondo membro oppor- 
tunamente la (3), si ottengono per A le due espressioni seguenti ; 

4 = - § [ W '.' + (T«>' h' + ("?)■ Ti" 1 

= 5 [ W) («Y) P. Y, + <PV) (P«) Y, «. + (Y«) (Y?) «. P» ]• 

Passiamo ad occuparci del discriminante R e poniamo 
4,' = (o6)'a>i., 

= -5[(Py)'».' + (y«)'P.' + W)'y.'1- 

Facendo la palare rispetto ad y ed avendo riguardo all' equivalenza dei sim- 
boli a , b , si La 

= -|[(Py)'<».«, + (Y'")"P.P, + («P)'YxY,! W 

da cui 

(ob,'((ii)(61) = - l[(a6)'(PY)'(n«)(6«)+(nl')'<Y'')'(nP)('P)+(<'W'<''?)'(»YH''Y)l W 

dove il primo membro è il discriminante di f. Ora, mutando in (4) x di y in a, 
si ottiene 

(ab)'(M)(6«) = -j(«P)'(«Y)'i 

TOL. UTII. il 
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a causa di questa relazioue e delle altre che se ne deducono, mutaodOTi a suc- 
cessivamente io ^ e Y, si ha da ($) 



Cerchiamo ora l'espressione dei covariante cubico Q. 

Da (i), mutando y in a nei primo e nel terso membro e completando il sim- 
bolo a, si ottiene 

= - g[iPi:)'(o»)»x'«x-Ki;«j'("?)V?.-t(«?)'(<ii:).i,'tJ, 

se poi si moltiplica la (1) per (7»)*^^ nella relazione che cosi si ottiene si muta 
^ successivamente \a -j, a, si hanno tre relazioni, mediante le quali l'ultima 
espressione di Q dà luogo all'altra 

Q=^[|M)T, + («i;)P.I(W«.'-i- 
l(Pt)«. + (Mix !(!:«)•?.' + 
H•l<')h + m<',^(''■l)'^.'ì■ 

3. Sia la quartica 

/■=a.' = V=... 

= ".?,■(. K- 
Prendendo la prima polare rispetta ad j/ e mutandovi j/ in 7 , si ha 
* i-C) »x' = W '.h-(, + (1") h^A + (-r?) Y.8,«x 1 
se si fa ancora la polare rispetto ad j/ nel risultato si muta j/ in S , si ottiene 

3-4(-(OKòo)o,'=-(Y5)'a,?,+(irS)[(iP)i;^+{Pt)SJa, 

tW)K8»)-r.-)'(«r)s.l?.+[M(f'r)+(«'rKf«)liA- 
Ua, applicando la (A) abbiamo 
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quÌn<U 

3 ■ 4 (f i)(6a)(.,' = - 3 (-rSì^n^p, + l(^«)(pT) + (aYX?6)l-r,8,. (6) 

Intanto dall'espressione di A si ha pure 

donde si trae subito l'espressione dell' hessiano 

H = (oft)* aj V 

= g:[(Ta)(So)o.'«xPx+.-]i 

la parentesi all'ultimo membro contiene eTÌdentcmente sei termini , ai quali ap- 
plicando la (6). dopo facili^riduzioni si ha 

H = - 2^ [ (a?)* Y.* 8,' + (^T)* ?»* 5,* + («3)' ?,* f^* + 

Per calcolare l'espressione dell'invariante t , facciamo la polare di (6) rispetto 
ad y, mutando naì risultato as , y rispettivamente in a, p e fatte alcune riduzioni 
si ottiene 

Ma, per l'identità (C) ai ha 

2 CaY)C««)(PY)'p8) = CaT)'f pS)» + {«3j>(Py)* - (ap)»(Y3)» 
per la quale la (8) diviene 

12Caa)(ga)(Ya)(5a) = (ap)»(Y8;* + {«T}'(?5)' + (a5)*{PT)' ; 
e poiché da bj} = a,, ^j. y, S^ si ha 

* = (ab)* (9) 

= (aa)fpa)(Ya)(8o). 
risulta 
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Possiamo aTere anche un'altra espressione di i. badando che per la (C) si ha, 

2(«?)(«.S)(t?)(vò) = («?,W)' + («8)"(fY>' - («T)'(f8)* 
S(af)(a-[)C3J)(3v) = (jf)'(S-r)' + («Y)'(S5)' " («8)'(?I)' 

dalle quali, sommando, si trae 

2 («S'CiS)" = ? (aJ)(<t8Xrf)(T8) + 8 «''(«"fXSPKST) ! 

per questa relazione, dalla (8), tenendo conto della (9), si ha 

i =• p I («P)(-r8) + («tXW + («8)(fr) I- 

Pel calcolo ilei covariante T, poniamo H,* in luoiio di n nel primo membro 
della (7), raccJinno la poliire rispetto a y e iDiitiamo net risultato y in a : è facile 
riconoscere clic tre termini della polare coll'ultima soslituzioue svaniscono e si hn 

- 48 («II) «,' = (a?) f, ((av). g^' + (,S). ,^.| + ,,•) ^s>aj J, + 
('ì:)T.l('»)'?r" + ("H'S.'I + (i»yK?S)' «,'•(, + 
(aS) 8 , [(of )■ T,' + m' h' 1 + («8)(f Y)' ".' 8, ; 
applicando poi l'ijentità (6) ai binomii in parentesi e riducendo, si ottiene 
_ Sl(aH)ll,' = (af)(YS)>o,'?, + (aY)(P8)'«,'Y. + (aS)(PY)'«.'8. 

+ 3CtiJ)(i.Y)<«8)p,YA- (IO) 

Intanto dall'espressione di f si deduco 

4..^>n, = »,p,Y.8-+ «,P,Yx8x + «•P.'T.S, + '.ht,^, 
da cui 

4(oH)l.^'llx> = (an)H^'J,YA+(?H WvA».+('rH)Hx'8A?.+(8n)H>.f.Y.- 

Di qui, avendo riguardo alla relasione (10) ed a quelle ohe se ne deducono, mu- 
tandovi 1 successivamente in ^ , y > 8 , dopo facili riduzioni si trova 

T = - ^, [ (ap)(rt)(a5) p.' Y;,'8.' + (Py)OT(P<.) y." «." «x* + 
miTM) 5.' «.' P," + (6«K8P)(6y) ».' Px- Yx' 1- 
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FiDalmente, per calcolare l'inTariantc /. si osservi ctie da (7) si ha 

(oH)* = - 5j [ W)'(nt)'("3)' + («•r)'(oP;Vo8)> + (a8)'(oS)'(OY)' + 

(p-()'(a.)'(o8)> + (fS)'(0(.V(a-r)" +(-l5)'{<ia)'(n?)'l- di) 

Dalia seconda polare di o,* - «^ p^, Yx Sj, rispetto a ^, rautandoTl x,y rispettiva- 
mente in Y I 8, si ha 

6 (aY)'(a8)' = - (yS)' | (ilr)ip8| + (f y)(«8) I 
da cui 

M)'(""Y)\aS)- = - 1 (a?)' (yS)' | (hy) (f 8) + (W C«5) I (12) 

che è l'espressione del primo termine nel secondo membro di (11); le espressioni 
del secondo e del terzo termine si deducono facilmente da (12) con soli scambii 
di Ictlcrc ; quanto agli altri termini si riproducono, in ordine inverso, le espres- 
sioni dei primi tre. Si lia cosi 

1 , 

(?Y)'(<'S)'|i?«)(T«) + (-t«)(?5)l + 
{Y')'(?8)M(t?ì(«S) + («P)(Y3)n- 
É poi facile verificare, che si ha pure 

Ì = ^M)m-(.'y)m\i («Y) (5P) - (aS) (?Y) I I («8) (f y) - (""f ) (y8) I ■ 

Napoli , agosto 1889. 
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A PROPOSITO DI UNA NOTA DEL SIG. ANDREINI 



Dott. GAMBIOLI. 



1, ]1 signor Andre ini in principio della sua Nota « Sopra unn proprieià 
singolare di alcuni numeri dipendciile dal sistema di niimcruzione nel quale 
sono scrini u inseriti^ nel voi. X^VI di questo Gìornak*, pone il problema: u in 
un sistema di numerazione a base qualunque B, determinare i numeri (li m cilre, 
tali cbe i prodotti di ciascuno di essi per i numeri I , 2 , 3,-.., tu - 1 siano tulti 
numeri , che risultano dalle permutazioni circolari delle ciTro del numera consi- 
derato i. Ed in seguito ad un lunghissimo ra^jionainento giunge a questo risul- 
tato : a in ogni sistema di numerazione di numeri N di i» cilre, che godono delle 
proprietà sopra indicate, ve ne sono un numero limilalo o non ve ne è ale ino; 
cosi per esempio si riconosce subito che nei sistema di numerazione a base IO 
esiste il soto numero 14C851. 

A me pare che il signor Andrcini sia caduto in errore; e per provarlo di- 
mostro i tre teoremi di Aritmetica, che si trovano fra gli esercìzi del trattato 
Bertrand-Novi a pagina 118 (esercizi IH', IV" e \*). 

ì. Teorema l." Se una frazione irriducibile ha per denominatore un numero 
primo e se il periodo della frazione decimale che risulta da essa ha un numero 
pari di cifre, la somma delle cifre, che occupano lo stesso posto in ciascun nieuo 
periodo, sarà sempre uguale a 9. 

Dimostrazionp. Sia la frazione -, ove p è un numero primo o quindi mag- 
giore dell'unità; tale che, trasformata in frazione decimale dia per resti disuguali 
successivi i seguenti : 

(t) r, , r, , r, ,r„, 

ove 2g<p-l e r, = l, 1 quali poi siano legati tra loro dalle relazioni: 

(2) r^^■r,_^^■^r^+r^t^...=r,+r,^,■=r,+^+^,^^.^=... =r,^-r^=^.^,+r„^.,=...=l) ; 
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essendo r, - t , dalla prima di esse si rica?a : 

Ma dalla : 

si ha : 

r»»*! = P - rrti = P - fP - ') - 1 = r» , 



durra ad una fraiione decimale periodica semplice, il cui periodo sarà un numero 
formato con '2s cifre, cui rappresento col simbolo n, Of-.a,,, ove ciascuoa delie 
a indica una delle cifre 0,1,2,3,4,5,6,1,8,9. 
Avendosi 

moltiplicando ambi i membri per — si ottiene : 



^ ' P P 

Ha si aa che : 



quindi sommandole membro a membro bo : 



Tenendo conto delle <2) e (3) bo da questa: 



Scolto. Se si Teriflca la (3) si può mostrare che p è numero primo e il teo- 
rema è tero. 
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n l'I. 

aemp. ,- , -jg , 23 etc. 

3. Teorema ?.' Se due Trazioni irriducibili liiiiino ]o stesso denominatore e si 
riducono l'una e l'altra in decimali, i periodi avranno lo stesso numero di cifre. 



di p. Supponiamo che - convertita in decimali dia i resti differenti successivi : 

(') ft . fi. ■■■ i*", . ove s<p-l e r, = 1; 

ed al solito signiQchiamo con 0^0^. . a, il numero formato con s cifre, clic rap- 
presenta il periodo. Quindi sarà : 



1 



- = (0,a,o,...fl.)x« + --j3i. 



Essendo per ipotesi : 



{0 , 0, a, . . . &,) X ni< 1 

(0 , o, ff, . . . a,) X n < 1 
ossia : 

(a» Oj . . . o,)xm< io* 
{a, fl, - . . o.ìXn < 10' 

le quali c'insegnano che i numeri , che si hanno ai primi membri , sono namer! 
formati con sole s cifre; dunque etc. 

i. Teoremo 3.' Se si riduce In decimali una frazione ordinaria — e che il 
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perìodo abbia p—l cifre, disponendo queste cifre in cerchio in maniera che non 
vi sia piì) nò primo , né ultimo , il cerchio cosi ottenuto sarà indipendente dal 
numero m. 

Dimostrazione. Si consideri la frazione - , ove p> \, la quale convertita in 
numero decimale supponiamo che dia i rcitti disuguali successivi seguenti : 



0) 
OTe r. = 1 ; e sia 



il numero, che rappresenta il periodo. Si consideri poi la frazione ordinaria ~ ir- 

riducìbile, ove m<p-i; ora se la si converte in numero decimale darà pure 
pel teorema 2." p — \ resti disuguali successivi, cioè: 

fi") r,' , r,' , , r'p_, ; 

ma in questo caso r,' = m, perchè m<p -ì, il quale è certamente uno dei rest 
della serie (1), p. e. sìa rs*""", cioè r, = m; ma allora la {!') è: 

(1") r, , r,^, , r,^, r^,, , r, , r, . . . r,., , 

cui evidentemente corrisponderà il periodo : 

"( f'i+t • ■ ■ ^p-ì 0, a^ . . . o,_(. 

Scolio ^■ Osservo che convertire in decimali la fraziono — , ove m è un nu- 

P 
mero qualunque minore e tuli' al più uguale a p - 1 , equivale in sostanza ad ef- 
fettuare la divisione, partendo da uno qualunque dei resti successivi disuguali r , 
che uguagli m. 

Scolio 2. Potendosi al numeratore della fraziono ordinaria — attribuire uno 

P 

qualunque dei valori : 1 . 2 , 3 , .. , j) - I , l' ipotesi clic la — debba sempre dare 

un numero decimale periodico semplice, il cui periodo abbia p—l cifre, equivale 
a supporre p numero primo; onle ora si può asserire che il numero j) - i delle 
cifre del periodo è un numero pari. 
Ooroltari't/ 1. Si 6 visto che: 
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Ha si ha pure : 

(J) " =0,0,0,,., . 

Moltiplicando ambi i membri della (1) per m = r, , ho : 

Dalle (2) , (3) ho : 

(0 , o, rt, . . . «p.,) X r, = , a, fl,^., . . . a^., Oia^. . . a,_,. 
da cui : 

(a, (ij . . . flp-,) X r, = «1 n,4.t ■ ■ . Op_i a, o» . . . o,_,. 
Corollario 2. Dalla (1) ho pure: 

I=(0,o,a,...Up_,)xp + j^, 
quindi : 

10P-' = (a,o,...ap_,)Xp+l, 
(la cui : 

1 OP-' - 1 = (a, a, . . . Op_,) X p. 

S. Pei (lue ultimi corollari si può quindi dire : « So la frazione ordinaria - 

dà luogo ad un numero decimale periodico semplice, il cui periodo abbia p~i 
cifre, questo periodo moltiplicato successivamente per 1 . 2 , 3 , ... , p - 1 dà nu- 
meri, che risultano dalle permutazioni circolari delle cifre del perìodo del numero 

decimale corrispondente alla frazione ordinaria -. Inoltre lo stesso periodo mol- 
tiplicato per p dà un numero di p - 1 cifre, die sono tutto uguali a 9 n. 
Esempli. 



j^ « 0,0314821 S8630689G5S1124l3193l.03i4827!;862068ge5Slim3793i. 
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I numeri : 

142851 , 

053631518947368421 , 

0344827586206896551724137931 

non solo godono delle proprietà sopra dette , ma posseggono unclie la proprietà 
contenuta nel teorema 1. 

6. Dunque coairariamente al signor Andreini concludiamo: 

1." che nel sistt^ma di numerazione a base 10, vi sono infiniti numeri Ji, 
formali con ni — 1 cifre, che moltiplicali per I , 2, 3 , ... , m - 1, danno numeri, 
che risuilano dalle icrmulazioni circolari delle cifre del numero consideralo N; 

2/ e che questi numeri N sono ìireciiamcnte i periodi dei numeri decimali 
periodici semplici, cui danno oriijinc quelle frazioni ordinarie, aventi per nu- 
meratore l'aniià e per denominatore il numero dalle cifre del numero considerato 

1 

■ N + r 

Como 11 17 Aprile 1889. 
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SOLCZIONE DELIA QDISTIONE I 



L'enunciato di tale quislione sì legga nel modo seguente: 
Siiino (lati in un piano i: un V kdC = abc, un punto D non situato in alcuno 
(lei lati di esso, ed una retta d non pasajinte per alcuno dei suoi vertici. 

Si ponga ADa = A' , BD-b = B' , CDcsC , ad = k" , bdsW . cd= C" , 
ABA'B'sC, , BCB'C=A, , CA C'A.'=B, o dei punti B"C,-a = So , C'Aj-bsS^, 
A"B>c = Sj si cerchino i coniugati S'^ , S'j , S'^ nelle tre involuzioni 

3, s I BC , A'A" 1 , 3,, s j C.V , B'B" [ , 3, = | AB , C'C" 1- 

Si prenda poi un punto qualunque M in k , e posto AM-asP' , BH-b = Q', 
CMc = H', si determinino i punti S'j,P'.(, = P" , S'^Q'-csQ" . S'jR'us R". Di- 
mostrare : 

1.* che P" , Q" , R" giacciono in una stessa retta tu. 
2." che, al variare di H , questo punto e la retta v% descrivono una cor 
relazione che, ripetuta due volte, produce un'omografia ciclica del 3.* ordine. 
Si immagini la correlazione r definita dalle corrispondenze 

P^A B C D 

a b e d' 

In tale correlazione avranno luogo evidentemente anche le corrispondenze dq *> 

cosicché ai fasci {A) = 6cAA'... , (B) = caBB' ... , (C) = o6 CC'... corrisponderanno 
rispettivamente le punteggiate (6) = CAB" ... , (e) = ABC ... , (o) = BCA" — Se- 
gando quei tascì rispettivamente colle rette a ,b ,c si avranno le relazioni di pro- 
spettività 

« (A) = CBA' ... A (6) = CAB" ... 

6(B) = ACB'...A(c) = ABC"... 

e (C) s BAC ... A (a) = BCA" ... 

i centri di prospettiva essendo i punti BA-A'B" , CB-B'C" , AC-C'A". Ora è facile 
di vedere che questi punti coincidono ordinatamente con S'^ , S'^ , S'y In fatti, 
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pei quadrangoli A'B"B,A" , B'C"C,B" , C'A"A,C", di cui le coppie di Iati opposti 

A'B, , A" 8" 



A' A" , B" B, 
B'B" , C"C, 
C'C" , A"A, 



B'C, , B"C" 
C'A, , C"A" 



passano rispettÌTamente per le coppie BA , C'C ; CB , A'A' ; AC , B'B" di punti 
coniugati delle iuToluzioni 3^ , 3| , 3t . e di cui i lati A"B, , B"C, , G"A| passano 
pei p uuti Sf , S„ , S^ si La die i coniugati di S^ , S^ , S^ in 3s , 3, , 3t sono i 
punii 

t-A'B" , n-B'C" , 6-C'A". 

Ciò posto, per cercare ilelle rette AM , BM , CU , i punti corrispondenti in r è 
evidente che basta cercare dei punti 1" , Q' , R' delle punteggiate r)(A) , ii(B) , c(C) 
i corrispondenti nelle punteggiate [b) , (e) , (a). Ma per ciò Tare si devono proiet- 
tare F . Q' , R' da Sf , Sg . S^ ordinatamente su ò , e , a , e ciò facendo si hanno 
i punti P",Q",R"; dunque P",Q",R" sono i corrispondenti di AM , BM , CH 
iu r . e giacciono perciò nella retta in corrispondente in r del punto M. 

Cosi si è dimosCfatn la prima parte della quistione. 

Por dimostrare la seconda si osservi che si ha 

, , _ A B C 

' =B C A • ■ ' 

e che quando un'omografia ripetuta due volte sopra un elemento conduce all'ele- 
mento stesso, lo stesso fu applicato ad un altro elemento qualunque. 

Alfonso Del Re- 
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A PROPOSITO DELLA QUISTIONE 88 

PROPOSTA DAL PROK. CESÀRO 

(V. Voi. XXVI, pag. 101). 

Sia a l:t soiiimii rfei termini duna serie sem|)licemente convergente, h„ il suo 
n"" termine positivo e «„ il suo n"" termine negativo. Sia b la somin» d'un'altra 
serie- dilTcrento dalla prima solo per l'ortline dei termini ; sia però ancora u, il 
suo n"" termine positivo e «„ il sno ?i"'' termine negativo. Indichiamo con ^, il 
numero dei termini positivi che precedono il termine ne^'ativo n""* nella prima 
serre e con iji, quello dei termini positivi che precedono il negativo n'^ nella 
seconda. 

Posto 

M, + If, + . . . + «a = 8„ «( + «1 + . . . -t. V„ = O, 

avremo 

a = lini, (s^^ - o„) 6 = lim. (s, - o,) 

epperò 

I)^o + lim.(s^ -s^J- 

È maniresto che si potrebbe esprimere b in altri modi e ricavarne eguaglianze 
di limiti compreso nell'ipotesi di convcrgensa delle due serie. 

Se D e p , sono le probabilità cbe un numero preso a caso nella prima , e 
seconda, serie sia positivo, si ha; 



n = Iim.-?5- 




"=""•**:. 


da cui si ricada : 






lim.9„ = Iim. ■ 




lim. *„ = lim. -j^ 


b = a + lim.(8| 


^1 


-'laP 



j ì vn \ I OH . .,.,.. . . . ,. pn on 

dove con \-r- — e ; 1 si sono indicati i massimi interi contenuti in v- — e ;— -, 
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Tali numeri possono anche venir sostituiti da altri die ne dilTeriscano per ud in- 
tcro prellssato come imniciii;itaniente si riconosce riflettendo dover essere, per la 
consergenza- 

lim. «„ = Iini. ■Wn = 0. 

Si Ila, essendo I cnratteristica di logaritmo Neperiano, 

J n+2 _1 fi+m+1 ! / l 1 \ 

n+l n+1 "■ n+m «i-m 2" Mn+l)» "" {n+m)*/ 

1 r , , 1 r 



n + l a + (n+1)r .'■■ n + m rt + (n + m)r 



(n+l)(o + (n+l)r)^ ' ' ' (n + m)(fl + (it + m)r) 
onde, essendo couTergente ^ — » , si ha , indipendentemente da m , 



,n + m ,. /,n + 2 , ,n+m+ 1\ 

n \n+l n+m/ 

■ ""■\a + (n + 1)r'^ ' * * "^ a + (n + m)r/ ' 



Per cìà che Tu premesso possiamo quindi stabilire quanto segue : 
Iniiichi s la somma d'una serie che lia per n™° termine positivo t(„ e per 
II"» negativo t>„ ; e sìa p la probabilità che un numero casuale della serie sia po- 
sitivo ; essendo 

Il 1,1 
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s=-.0 + lim.(i|J2-l-i„) = l-H- 

n=» V |l-p| / \—p 



=o+ì-.,-p_=,./j: 



1^ 



= ,..l,i..(,|JIL|-,„) = a^i 



1 

'in -3 



=ì-'Vr^ 



Palermo, Maggio 1889. 



F. Oindìoe. 
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UNA CONSIDERAZIONE 

RELATIVA ALUE SERIE A TERMINI POSITIVI 

COSTANTI TRA LE QDALI TBOVASI QUELLI D'EULERO 



F. GIUDICE. 

1. Si ha 

?i.ti"w-?.". „ ^?iti'i.t.z?it''?5lJ.„ 4. I ? .<-,"w-'?..r-i". .»-i „ 
".+1 "*' "w. "*' '" ",+, ' "'" 

= ?.«".+,-».<•. 

, si Ila 

«.+■ + ".». + + ".+, 

= (w.« - ».".) ^ M {?^i^-^' ^..P-.^, -;■•,-.".>,-. ) 

dove il divisore del secondo membro è un particolare valor medio tra le quantità 
poste in parentesi. 

3. Se -mig è convergente, esistono Tuiizioni positive 9„ soddisriiceriti le con- 
dizioni 

lim. 9, w„ = lim. 9»^ - 9,n = l 

perchè le medesime sono soddisratto se si pone 

TOL. IXVII. 44 
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Inversamente: Se esiste una funzione positiva, f, , soddisfacente le prece- 
denti condizioni, la serie, a termini positivi, £u, è convergente. 

Ciò, come ebbe occasione di far notare il (prof. E. Cesàro (*) . devest a 
Kummer (**) il quale ha pur fatto conoscere la sua grandissima importania per 
il calcolo delle serie lentamente convergenti e, per quest'ultimo riguardo il prin- 
cipio di Kummer merita d'essere adoperato più che generalmente non sia. 

3. Volendosi scegliere $„ in modo che sìa 



r. = « (,.«.. f^>^) 



dove 0, divenga infinitesima con - , dovremo fare f^ dell'ordine di -S-. in n. 
n t^ 

Se , essendo numeri dati a^, a_j a^, . . . , sia 

— i. = l +ij_cn"~* +o_»-n"' + a_,'n"*+ . . . 

dove, per essere convergente la serie, a termini positivi, £u„ sar& a^, > 1 , si 
ponga 

9. = 6,n + 6, + 6_i-n"' + 6„|n"* + 

e si avrà : 

= 6, n + 6, + 6o + c_, n'"' + c_, n~* + 

C-. = (-l)'-'t-. + (-l)'-«-l)'i-. + (-l)'-- "~'f "" ft- 

+ (- ^..-.MzM^MzlK,,, + ... - (i - 1) ».,., + *., 

?„•— 2-=b, n+ bo + b,a_f + d_,n"^* + d_,n"* + 

d^i = b, «_,_» + 6, o_j + 6_, a_,-+, + + b.,^, a_, + b., 

?• ~~-f.^i^t>,{a^, - 1) i- (d-, -e.,)-»-' + (.U-c.,)-»"' + 



{') Comptes Bendus, 1888. 

{**) Journal fUr die reine nnd ongewandte matbematik XIlI, XVl. 
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Facendo 

T«^ __ 

per cui nelle formule precedenti sì farà b_i = Q per ìk>ft, si potranno determi- 
nare i coefficienti bg b_, b_, . . . b_t in modo che sia 

d_i — c_, - d_i - c_, = = d_t — c_j = d_i_, - c_fc_, = 

onde avere 

dove a sia numero fisso e 4, divenga ìnflaìtesìma con — , 



Se, essendo \ un dato numero positivo, sia -^ — 1 > X per tutti i valori di 
n più grandi clie un numero dato, il resto r, diviene infinitesimo d'ordine eguale 



dati a, a., a.^ a.i . . . ed u« > 1, sia 



faremo ?. dello steiiso ordine, in n, di -^^ e determineremo, come precedente- 

mente, i coeilicieDti di f. in modo che f^ — ^-fn+i divenga infinitesimo d'or* 

dine il piij elevato possibile relativamente ad — . 
esempio l." Sìa proposta la serie 



■^(4n-3)(4n-l)^ 



«, _ l6n'-H6n + 3 2 2^ 13 5 

u^, " 16n» - 16n + 3 ^ ■*' n "^ fi» "*" 8n» "•' tn* '*' ■ 
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c d 
^" n n' 



Ponendo le equazioni 



t.~ — ».« = '-^ 



160n> - 448» - 48 



4096n" + 409611 - 33S8 - 2S6l)ii-' - 168n-' 



per cui è 



1 



»f.(4<,-3K4n-l) ■ " • I 



>5> 



■V»(*» 



Facendo p. e. 1n= 10, si ottiene 

3,14)5921 >t>3,14l5926 
epperò 

1 = 3,1415925 

Per avere n con (luest'approssimaEionc si dovrebbe addizionare più d'un mi- 
liono di termini della serio proposta. 
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Esempio 2.* Sia proposta la serie 



n n* tt' 



per cui è 



^•" ~ n» + 3n» + 3n + 1 
lìm. X» = * 

4. Analoga considerazione si può faro per le serie divergenti , a termini po- 
sitivi. 

Se £u„ è divergente, esistono fumioni positive, ?., soddisfacenti le condizioni 

lira. 9„ii„ = 00 lim. <p^, — 9, ■ — ^ = 1 

perche le medesime sono soddisfatte se si pone 

_ s, _ u, + Ut + + li. 
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Inversamente: Se esiste una funzione positiva, f„, soddisfacente le precedenti 
condizioni, £u„ è divergente. 

Questo criterio, utilissimo per constatare la divergenza di serie, a termini 
positivi, può condurre alla determinazione di limiti. 

Esempio. Consideriamo la serie armonica 



lim.ip_n, = Iira. In = » l'™-(?.+i -?«■—'-) = lim. l( ) = I 

opperò, q essendo intero aritmetico maggiore di p è 

risQKato noto per essere, E essendo la costante d'Eulero, 

5. Farò notare che, per le relasioni note (') 

è convergente la serie 

^.[ n.:-.-n,'....rv -<'>+')-''''>] 

dove possiamo supporre m abbastanza grande perchè siano maggiori di 1 
l*m , l'm l'^'m. 



(') XJ. Dinì ; Giornale di Battagliai , VI. 
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ladicando con E, la saa somma si ha 



l'm + 2j —7— Ti «TT- - l'n > E, > i'm + y , ,, tj- ('{n + 1). 

Queste relazioni somministrano facilmente formule relative a limiti. 
Per es. , dalla 

l-i*2 +^~ {PÌ-PZ) + 3^ - (IH-1»3) + j^ - tl'5-P4) + ... = E, 



ossia : 

lim. 

si deduce subito : 



('^TiT+ ■^;rnr-"»)=^ 



ii2.'n'-ln' + (n»+ lM(n'+ 1)"^ *ii'-to«/ ' ' 

Palermo , -Giugno 1889. 
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SUL MOTO DI UN PUNTO AHRATTO DA DUE CENTRI FISSI 

SECONDO LA lEGGE DI N E W T N 



CARLO BONACINI. 



Il Legendre (*) ha discusso ampiamente questo problema quando il moto 
del punto avviene in un piano, facendo uso delle coordinate Euleriane ed applicando 
la sua teoria degli integrali ellittici. Ultimamente il sig. Morera {••) si & pure 
occupato della discussione del problema nello stesso casa, ottenendo perù uielto 
maggior semplicità col far uso delle coordinate ellirtictie. E^li stabilisce in modo 
assai faeiie le condizioni meccaniclie generali pel percorrJmanto di coniclie , clic 
abbiano i fuochi nei centri attrueriti, formula un elegante teorema sui moti oscil- 
latorìi lungo arcbi di queste coniche, e fa un breve studio generale della traiet- 
toria con un metodo nuovo e semplicissimo. 

Io, tenendo un metodo analogo a questo , bo discusso il p roblema nel caso 
più generale, quando cioè il moto del punto avvenga comunque nello spazio. An- 
che di questo caso il Legendre ("*) si 6 occupato , ma egli più che sulla di- 
scussione si ò trattenuto sul processo d'integrazione ed ba inoltre sempre sup- 
posto che la traiettoria descritta dal punto fosse limitata. Lasciando questa re- 
strizione, io ho fatto dapprima uno studio generale della traiettoria nell' ipotesi 
che i due centri agiscano per attrazione ; ho stuiliuto poi nella stessa ipolesi 
certi moti speciali sui quali sono riuscito u formulare un teorema analogo a quelle 
stabilito dal Morera sui moti oscillatorìi piani; ed ho InGric completato la di- 
scussione , studiando i casi in cui i due centri agiscano per repulsione , oppure 
uno agisca per attrazione ed uno per repulsione. 

Premetto un cenno sul processo d'integrazione e trovo alcune formolo utilis- 
sime nella discussione. 



(•) Legendre. Traité dea fonctìons ellipUques 1821. 

(••) Giornale di Matematiche dire'to dal prof. B attagliili. Anno XVI. 

{***) Opera Buccitata. 
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I.<* Equazioni integrali e formole. 

1- Seguendo il Jacobi nel processo d'integrazione (*), divideremo lo studin 
del moto del punto in due parti, imaginando che il piano passante per la posi- 
zione iniziale del punto e per la retta dei centri Qssi ruoti intorno a questa retta 
in modo da contenere sempre ìl punto che si muove ; in tal modo sì può studiare 
dapprima la traiettoria che il punto viene a descrivere in questo piano ruotante 
e studiare poi a parte l'angolo di rotazione del piano stesso. 

•2. Studiando il moto nel piano ruotante assumeremo per coordiniate gli assi 
Tocali delle coniche ortogonali che hanno per fuochi i centri attraenti. Indichiamo 
con F e G questi centri e riferiamoci ad un sistema di assi cartesiani ortogonali 
x.j/, la cui origine sia nel puntv di mezzo del segmento Fti e l'asse a; coincida 
con la retta ¥G stessa. Allora, indicando con o e S le coordinate ellittiche di un 
punto qualunque M (se , y} , e con a la lunghezza del segmento PG, avremo le re- 
latiooi : 



Le formole dì trasformazione da un sistema all'altro di coordinate saranno quindi : 



da cui, derivando rispetto ad una variabile ( da cui dipendano 30,y ,0 e S e iodi' 
cando con s e o' rispettivamente le 77 > ^r > &■ ^^V'^ - 

di 2o ' di ^2o( V»*-o»~ \a*-'>*\' 

E allora, se indichiamo con ds il dittereniiale di un arco dt una linea qualunque, 
sarà : 

(^> di» ito»- o» ^a*-8»° r 

Inoltre, se indicbiamo con I l'angolo sotto cui una linea qualunque taglia un' el* 



(*) Jacobi, Vorlesnngen fiber D^emik. 

VOL. ZXTII. 
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lissG <lel nostro sistema di coordinate, si avrà : 



(2) 



la* - S» d» /a* - 6* a' 



intendendo di misurare l'angolo I in modo che risuiti acuto quando do e dS sono 
positivi. 

3. Lo eqoazioni difTerenzinlt del moto del punto nel nostro piano ruotante 
diireriscono da quelle che si hanno quando il moto totale del punto avviene in un 
piano, perchè si Aggiunge alla componente della fona lunu;o l'asse y un termine 
I 



d*w_ ^_v . «* 

di» ~ ' d^'^'^yi' 

essendo X ed I le componenti secondo gli assi a; ed v delle forze d'attrazione 
dei due centri, ed essendo a la costante che comparisce nell'equazione : 

(3) V^'-. 

la quale ci esprime il principio delle aree che si sa essere TeriQcato nel caso 
nostro attorno alla retta del centri, se ? è l'angolo di rotaiionc del piano, in cui 
studiamo il moto, contato a partire da un piano fìsso. 

Se quindi tndicliiamo con M, ed M, le azioni eaercitiite rispettivamente dai 
due centri d'attrazione F o G sulla massa 4 all'unità di distanza , o con r, ed r^ 
i corrispondenti raggi vettori del punto mobile (che supporremo di massa 1) , 
avremo che la funzione potenziale P dello forze è espressa nel caso nostro da: 

p _M( M»_ 1 «^ 
r, T-, 2 y» • 

ossia, introducendo le coordinate ellittiche : 

_2M^ ?M^ if^«! • 

, + 5 "^ a - 8 "^ (i* - a»)('5* - o*) 

Allora, se si ha riguardo alla (I), si Tede ohe li principio delle forze Tive risulterà 



(*) Vedi Jaoobi. Opera «nccitata. 
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espresso dalla reiasione : 



8 l a» - a» S* - o» ) a + s ^ - S {«' - o»)C8» - o») "^ 

essendo T la forza viva del punto ed h una costante arbitraria. 

Per trovare ora l'equazione che definisce la funzione caratteristica, introdu- 
ciamo le variabili coniugate di Hamilton <>, e 5, , essendo: 

- ÉI _ 1 tsJt ■ - - li - ' "LrJt 8' 

"' 9,' 4 o*-a'° ' °' dS''X 8»-o» 

Ricavando di qui »' e 8' e sostituendo Dell'equasiouc delle forze vive, aTremo : 
"'-a* , 5* - g* , _ M, M, o* «- i 

e quindi l'equazione a cui deve soddisfare la funzione caratteristica W sarà : 

(.-„.(-)'-(.-„,(-)--,,,(,-e,-H.(,.a,-!,,,.-e,-,^:^^=o 

ossia, se si osserva che : 

a* a* a*tt' ) _i 1 | 



sarà : 



- "■' i^)'~ <'■ - '■'' S)' -«■(•-«)- «.(' + *> - 



-f"("-^-)+^.-a?^. = » 



dove ^ è una costante arbitraria, e si è fiosto : 

1» = M, + M, ; v = M,-B,. 
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Di (jui Bi ha l'integrale completo : 

w = ±i V j.^rsr "'* j V sniir 

Allora, se ^' ò una nuova costante e si pone : 

sarà; 

d! 



m 






l'equazione della traiettoria ; e l'equazione del tempo sarà : 

(5) ^^h■^ 



^, dW_ C =^d« r 8^ 



*+y!+B-(i'«' 



dove V è una nuova costante. 
Avremo inoltre : 



1 "' ~ 93 * V 0* - a* 

8. = ^ = ± V st:^ 



(6) 



1 ,^ „ ^ — _ 

S' = ± -r:7gi V(8* - a*)(ft5» + v3 -1- P) - a»a* • 



In tutte queste formole i radicali vanno presi o col segno + o col segno -. In 
ogni caso il segno si determina, conoscendo le condizioni iniiìali del moto. 

4. Integrato cosi il moto nel piano ruotante , per completare l' integraiione 
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del problema resta da trovare l'espressione dell'angolo 7 di rotazione del piano 
stesso. Ha questa si ha subito per l'equazione : 



■'-»=a;r = ± 



1") V(.' - o'Klw' 



1^ 



t aa*dS 

j (8» - a*) V(8» - a')(fc8» + v5 + P) - a* a» 



essendo a' una nuova costante. 

Dalla simultaneità della (1) e della (i) risulta defluita la vera traiettoria de- 
scritta dal punto nello spazio. 

5. Le Tormole (6) possono servirci a calcolare le componenti Vg e Vj della 
velocità del punto secondo l'ellisse 1 e l'iperbole 8 del piano ruotante. Avendosi 
infatti : 



(8) 



■ ' / ''-SS 



basterà sostituire in queste formole i valori trovati di «' e S'. 

Se poi nella (2) sostituiamo per 0' e 3' questi stessi valori, avremo : 



(9) t..g 1 = ± V - """""""^ ''-■" . i J°J=1' /(!!z^fa!±g;±g)::g!gi , 

llS.+,5+8- ^"1 * V"'-a' V(8'-»')(tó'tv6+?)-a'a' 



E di qui si può ricavare : 

(IO) p = _8eDMJft8» + v8-^_ 

che è un'altra forma dell'equazione della traiettoria descritta dal punto nel piano 
ruotante, da cui avvertiamo subito risultare che durante il moto deve sempre es- 
sere verificata la : 
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II.** Studio generale della traiettoria. 

1. Studiamo dapprima la tniicttoria descritta dal punto nel piano ruotante. 
Dall'equazione delle forze vive: 






1 M, M, la' ^^ 

risulta subito non poter mai ossero j/ = neppure se r, od r^ sono nulli o inll- 
nitamente grandi. La traiettoria che studiamo non potrà dunque mai tagliare la 
retta dei centri, neppure in uno dei centri stessi o all'inOnito; durante il moto 
dovrà quindi essere sempre : 



Questa proprietà che distingue essenzialmente il moto che ora studiamo da quello 
che avvenisse effettivamente in un piano, è dovuta, come si vede, all'aggiunta nel 
1 a^ 

di una forza repulsÌAa la cui direzione è sempre quella di y , e che non è poi 
altro che la forza centrifuga che nasce nel moto rotatorio che il punto ha effet- 
tivamente attorno alla retta dei centri. 

Né potrà poi y decrescere indeGnitaraonto , ma dovrà necessariamente avere 
un valor minimo ; ciò che risulta subito se si osserva che la forza repulsiva col 
diminuire di y varia in ragione pili rapida dì quello che varlino le forze attrattive 
e finirà quindi sempre per previilere su queste. 

Se la traiettoria si estenderà fino aiTinflnito, dovrà y crescere in defl nitamente, 
come si vede dalla espressione : 

y = ^ ^'{''*-a')Ca*-fi*). 

ove il fattore (a* — 8*) non può mai diventare nullo nò decrescere indefinitamente. 

Si potrà dunque intanto alTermare che in o^ni caso esìste un'ellisse che li- 
mita inferiormente (cioè dalla parte della retta dei centri) la traiettoria e due 
iperboli che la limitano lateralmente. 

Per ! valori massimi e minimi di a e S si vedo poi dalla (2> come sia rispet- 
tivamente : 

tangl=^0 , tangl=<x>, 

cioè come la traiettoria sia noi primo caso tangente all' ellisse , nel secondo al* 
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l'iperbole corrispondente; mentre dalle (8) apparisce appunto come per o' = si 
nbbia invertimento di nuoto secondo l' iperbole e per S'^0 si abbia invertimento 
ili moto secondo l'ellisse. E se osserTtamo che: S'=r,'-r,' si annulla per r/=r,', 
e o' = r,'+)V si annulla per r,' = -r,', potremo anche dire cbe si hanno i va- 
lori massimi minimi di « e 5 , ossia si ha invertimento di moto secondo l'el- 
lisse secondo l'iperbole, là ove le velocità del punto secondo i raggi vettori 
sono rispettivamente o uguali o uguali e di segno contrario (•). 

Dal principio delle forze vive risulta poi inoltre che se il punto passa parec- 
chie volte per una stessa posizione, ivi la velocità ba sempre lo stesso valore, e 
la (S) ci dice che l'inclinazione dì questa velocilà sulla tangente è pure la stessa; 
potrà però essere diversa la direzione. 

i. Una distinzione importantissima delle traiettorie si presenta rispetto alla 
costante delle forze vive- Infatti dalla relazione : 

2 l-i r, 2 y>^ 



, / ¥ \' , 1 a' I /M. M,\ 

"'(-jJ+ly'-An^^) 



si vele subito che se inizialmente sarà k<0 (cioè l'energia totale de) punto e 
della forza repulsiva sarà minore di quella delle forze attrattive) il punto non potrà 
mai allontanarsi indefinitamente , poiché col crescere di r, ed r, la quantità 






finirebbe coll'essere < 0. 



Se invece sarà inizialmente k>Q o fc = (cioè se l'energìa totale del punto 
e della forza repulsiva sarà maggiore o uguale a quella delle forze attrattive) il 
punto si scosterà indefinitamente. Sia infatti k> Q. Osserviamo che dalla equa- 
zione (4) della traiettoria risulta dover essere sempre durante il moto : 

(o* - a'Xfci* + 1*1 + p) - a»a» > , 

ossia (indicando con a, ^i o, <t^ le quattro radici di questa eopressione): 

fc(,_,,)C,-aO{.-.,)(>-.,)>0. 

Allora, siccome due sole di queste radici (p. e. a, o «,) possono essere reali e 



(*) Qoesta oaseTTazione può farai anche nel caio che il moto del punto avVeliga 
effettivameatc in un piano. 
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positive, come risulta dalla : 

fto* + pò» + 9» (P - o*P) - V-a*' - a* (a» + g) = 
dovremo avere ; 

0, > a, > 9 Oppure 0, < a, < a. 

Il primo caso non è ammissibile, dovendo esistere un'ellisse che determini il ini- 
ninio della traiettoria ; quindi dovrà essore sempre 9 maggiore di o, e ?, cioè non 
esisterà un valor massimo Anito per a. 

Se sarà k = 0, dal dover essere sempre durante il moto : 

(o»-a»)(inf p)-o»a*>0 

si ricaverà la stessa proprietà. 

Possiamo dunque affermare che per fc < la traiettoria sarà sempre compresa 
entro una specie di trapezio iperbolico-ellittico, cìob entro uno spazio limitato da 
due archi d'ellissi e due arctii d'iperboli dol nostro sistema; per /e > o k=0 
uno dei lati ellittici dì questo trapezio è all' innaito, cioè la traiettoria è compresa 
entro uno spazio limitato da un arco d'ellisse e due rami infiniti d'iperbole. 

3. I valori dei parametri delle ellissi e delle iperboli che limitano la traiet- 
toria corrispondono rispettivamente alle radici delle equazioni : a' = , ^' = 0, ossia : 

I (c»-a=)(ta» + [);H-p)--a*o» = 0; 

I (5*-a')(fc3*+vS + p) -a*a* = . 

Studiamo particolarmente queste equazioni . per vedere le modalità che si 
presentano nella limitazione della traiettoria stessa. Escluderemo per ora l'esi- 
stenza di radici multiple. 

Avvertasi che supporremo H, > Mt in modo che sta V > 0, e che il centro di 
attrazione maggiore lo supporremo posto a sinistra dell'asse y. 

Caso generale k< 0. La traiettoria è limitata , le due ellissi che la limitano 
avranno per parametri due radici dell'equazione : 

ko* + V.0* -ho»0-a»A) -|ia*(j-a*(a* + P) = 0. 

]a quale ha appunto in questo caso 2 sole radici reali positive e > a (*}. 
L'equazione : 

kò* + v5» + «»(?- a.*k) - vtt»S - a* (a» -f p) = 



(*) Hanno sigoiGcato geometrico solo i valori di o poBÌtìvi e > a \ ed i vslorì 
di s compresi fra — a od o. 
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e) darà colle sue radici i parametri delle iperboli limitatrici. Converrà distinguere 
tre casi : 

!•> Sia : P > , oppure : p < con |^| < a». 

L'equazione allora può avere due radici reali positive e due negative, le prime 
< a , le seconde > — a. Se si osserva poi che in questo caso si ha per 5=0: 



imaginaria, si vede che la traiettoria non potrà mai tagliare Tasse y; talché si 
avrà a limitare la traiettoria stessa un trapezio ipeibolico-eDìttico, che è o tutto 
a destra o tutto a sinistriL dell'asse y. Né, stando sulle generali, si può dire che 
questo moto sia possibile da una sola parto dell'asse stesso; si può solo osservare 
che se sarà inìziahuente S < 0, potrà \lt,\ essere piìi piccolo, come risulta dalla 
(11), CIOÈ il punto, a parità di altre coudizioni, potrà avere maggior velocità 
iniziale. 

2"). Sia: p = -a». 

Oltre la radice 5 = 0, l'equazione lia una radice reale fra ed a, e può avere 
due radici reali fra ed a. Se poi osserviamo che per S = si ha: Tg = 0, po- 
tremo dire che , avvenendo il moto a sinistra dell'asse y , cioè dalla parte del 
centro di attrazione maggiore, \a, traiettoria resterà limitata da un arco d'iperbole 
e dall'asse y, avveneado il moto a destra, si potrà avere una limitazione analoga 
a questa o un'altra analoga a quella veduta nel caso precedente. La (il) mostra 
che nel primo caso potrà \k\ essere minore, a parità di altro condizioni, cioè 
potrà essere maggiore la velocità iniziale. 

ì"). Sia: p<0 con |P| > a^ 

L'equasione ba una o tre radici reali fra ed a ed una fra e - a. Per 
S = non è V^ imaginaria né nulla. Se inizialmente sarà S>0, potrà quindi la 
traiettoria essere limitata tutta a destra dell'asse y, o ultrepassare quest'asse; 
se invece sarà inizialmente 5 < , la traiettoria sarà parte a destra , parte n si- 
nistra dell'asse stesso. 

Se le Terze attrattive dei due centri fossero uguali cioè fosse v = 0, la di- 
scussione dell'equazione : 

kò* + 5»(P - a'fc) - a}(ci.'^ + g) ^ 

ci mostra che nel caso h") la traiettoria si mantiene o tutta a destra o tutte a 
sinistra dell'asse y, senza toccare quest'asse e che i trapezìi curvilinei che la li- 
mitano sono simmetrici rispetto all'asse stesso ; nel caso Z'*) è limitata dall' asso 
y e dall'una parte o dall'altra da un ramo di una stessa iperbole ; nel ,caso 3<*) 
il moto avviene entro un trapezio iperbolico ellittico simmetrico rispetto all'asso y. 

VOL. XXVII. Vi 
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Dalla (5) si può in ogni caso avere l'espressione per integrali ellittici del tempo 
t impiegato dal punto ad an<lure da un miissimo ad un minimo della sua traiet- 
toria viceversa; noi ci limiteremo ad osservare che nel caso ora studiato, do- 
vendo gli integrali che compariscono in quella espressione essere limitati fra va- 
lori finiti, ed avendo essi escluso l'esistenza di radici multiple nei polinomii al 
denominatore, quel valore di l sarà sempre Unito (•). 

Caso generale k > 0. Ln traiettoria si estende, come sappiamo, all'oc. Esiste 
però sempre un' ellisse che la limita inferiormente ; il valore del cui parametro 
sì avrà dall'equazione : 

Ao* + 1J16* + o' (p - a*fc) - na*o - a»Ca* -|- g) = , 

la quale, qualunque sia il valore di ^, ha sempre una sola radice reale positiva 
> a. Se sarà inizialmente e' > 0, il punto sì scosterà subito all'infinito ; se sarà 
o'<0, esso si avvicinerà alta retta dei centri fino a lambire quest'ellisse limita 
tricG, poi si allontanerà indefìnitamente. 
Discutendo poi l'equazione : 

ftS* + v5' + S*(0 - a'fc) - va»5 - a'(a» + p) = 0. 

in modo analogo a quanto ai è fatto nel caso precedente si ha che: 

1*) Per p>0, oppure: p<0 con IPl < a*, la traiettoria è tutta dalla stessa 

parte dell'asse y e non tocca quest'asse. La (II) poi mostra come questo moto 

sia possibile solo per 5 <.Q, cioè dalla parte del centro di attrazione minore. 

2°) Per : <^—- — a}, la traiettoria è tutta dalla stessa parte dell' asse y e 

tocca quest'asse. Anche questo moto è pur possìbile solo per S < come mostra 

la (11). 

3") Per : p < con \^\ > ot*. la traiettoria attraversa l'asse y, talchi essa è 

limitata da un arco d'ellisse e da due rami iuQaiti d'iperbole uno da una parte 

e UDO dall'altra dell'asse y. 

Se le forze attrattive sono uguali, cioè è: v=0, non potrà presentarsi che 

il caso 3") come risulta dalla : 



5» -a 

che deve esser sempre verificata durante il moto ; e in tal caso i due rami d'iper- 
bole che limitano la traiettoria sono simmetrici rispetto all'asse y. 

In ogni caso si ha dal principio dello forze vive che la volocità eoa cui il 
punto arriva all'infinito è data da: 2^k. 



(*) Disi. FoEdamenti per la teorìoa delle fantioni dt Tarìabili reali, p, 328. 
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Dalla (5), se imlichìamo con e^ il parametro dell'ellisse che limita la traict- 
ioria, e con 5, e 5, i parametri delle iperboli corrispondenti ai valori s, e m> di 
o, afremo : 



J a^ \/(o»-a»)(fciJ*+[JLO+p)-a»a» J 3,V{3»-a»)i 



*dZ 



e quindi, poiché : 

I oMo ^ i I g»rf5,_^ 

J "t V(ff*-o*)(fco'+ii<j+p)-o*«* V^alore intermedio J a, 



t= w; 

cioè il tempo impiegato dal punto per andare dal minimo della sua traiettoria 
all'infinito, è sempre infinito. 

Caso generale k = 0. In questo caso la traiettoria è pure illimitata. Dalle due 
equazioni : 

( y.o' + po' - [jLa^o — ft' (a* + P) = ; 

{ v3' + gS» - va'5 - ft* (a» + p) = ; 

si possono ricavare, anche per v = 0, conseguenze identiche a quelle ricavate nel 
caso precedente. 

In ogni caso il punto arriva all'infinito con velocitai nulla. II tempo impiegato 
ad andare dal minimo della traiettoria all'infinito è infinito. 

4. Fin qui abbiamo studiato l!i traiettoria descritta dal punto nel piano ruo- 
tante. Per poter passare alla considerazione dell' cCTcttiva traiettoria descritta dal 
punto nello spazio, che consterà evidentemente di un insieme di spire attorno alla 
retta dei centri, converrà ora studiare la rotazione del piano stesso. 

Dal principio delle aree abbiamo U relazione: 

dtp _ a 

dalla quale risulta intanto che la traiettoria non potr^ mai incontrare la retta dei 
centri, come gii si era dimostrato ; inTalti per j/ - si avrebbe una velocita an- 
golare infinita, mentre che dopo l'incontro il moto dovrebbe essere piano. 

Essa poi ci mostra che la vclocitfk di rotazione del plano è massima ai mi- 
nimi di y, e viceversa ; che essa ripiglia lo stesso valore tutte le volte che il 
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punto ripassa per una stessa posiziono ; iaollre che in punti simmetrici rispetto 
all'asse y quella vciocilÀ é l)i stessa, mentre in questi punti sarà iti generale di- 
Tersa la velocità nel piano ruotante. 
Dalla equazione : 

« - ? = / — ,., .; ■■ ■■ ■ v - , + / 

J (a'~a»)\/(5»-a*j(fc''*+iii+p)-a'a» •' (6'-o»)sf(S»-a*)(AS*+v3+p)-a»oi* 

(da cui si potrà in ogni caso avere l'espressione dell'angolo <f di rotazione del 
piano per integrali ellittici), risulta poi die per fc<0, ossia essendo la traiettoria 
limitata, sì avrà per cp un valore HaUo nell'andare da un massimo ad un minimo 
(o viceversa) delta traiettoria stessa, cioè il punto descriverà un numero Anito di 
spire attorno alla retta dei contri nel passare da un massimo ad un mìnimo (o 
viceversa) di distanza dalla retta stessa, E per A:>0, indicando con o^ il valor 
miniiDo di 9, avendosi : 

' - = floito , 



} », (=.» - a») ^/('.» - a'Xfco* -t- i*« + p) - 

sarà pure finito il valore di ? ; cioò il punto descriverà un numero finito dì spire 
nel discostarsi indefinitamente dalla retta dei centri. 

5. Da tutte le considerazioni fin qui fatte potremo ora ricavare le seguenti 
proprietà generali : 

a Per k<0, il punto descrive le sue spire attorno alla retta dei centri entro 
uno spazio tubulare limitato da due ellissoidi e due iperboloidi di rotazione, oma- 
focalì con fuoclii nei centri attraenti ; questa specie di anello, le cui facce il punto 
va successivamente a liunbìre durante il suo moto, può, a seconda delle condizioni 
iniziali, essere tutto da una parte del piano normale alla retta dei centri nel suo 
punto di mezzo, oppure questo piano ne è esso stesso una faccia, oppure lo taglia 
in due parti gcnenilmcnte disuguali. In ogni caso il punto descrive un numero 
finito di spire Tra il contatto con una faccia e quello con un'altra, e impiega un 
tempo Qnito a percorrerle. Per fc>0 il punto descriie le sue spire entro uno 
spazio limitato da un ellissoide e da due falde infinite di due iperboloidi del si- 
stema suddetto, lambendo queste superficie ; questo spazio rispetto al piano nor- 
male alla retta dei centri nel suo punto di mezzo può a seconda delle condizioni 
iniziali, essere tutto dalla parte del centro di maggior attrazione, potendo il piano 
stesso far parie, o no. della superficie limitante ; oppure è diviso da questo piano 
in due parti generalmente disuguali. In ogni caso il punto vaairinDnito compiendo 
un numero finito di spire, ma il tempo impiegato a descriverle è inQnito i. 

I valori dei parametri dello superficie limitanti risultano sempre completa- 
mente determinati dietro le condizioni iniziali del moto. 

6. Rispetto alla natura della traiettoria descritta dal punto nel piano ruo- 
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tnnte si può osservare che in generale 1» su» equazione è trascendente, contenendo 
gli integrali ellittici; ma perù Legendre (*) dimostr» (almeno pel moto stubile) 
come vi possano essere infiniti casi in cui la traiettoria è algebrica. Allora si ha 
l'interessante particolarità che dopo un numero determinato di spire la traiettoria 
rientra in sé stessa, talché basta studiare il moto durante un periodo. 

Ili," Moti particolari. 

1. Nella discussione generale che abbiamo fatto delle equazioni: 

(i*-o*)(ft>»+]Ji'+P)-a'a* = . {5*-n»)(ftSHv5+p)-o*o* = 0, 

abbiamo sempre escluso il caso di radici multiple. Studiamo ora particolarmente 
questo caso che dà luogo a moti speciali. 

L'equazione della traiettoria descritta dal punto nel plano ruotante si è visto 



VC"* - a*)(/w' + Ilo + p) - a*a* Vc5* - o»)(/t5' + v5 + p) - a*a> 

Ora se Og o S^ sono rispettivamente radici multiple dei due polinomii che compa- 
riscono sotto I radicali, si ha, per un noto teorema dovuto a Lagraoge, che 
bisogna ricorrere rispettivamente alle soluzioni singolari dell'equazioni: 

» = to : 5 = «0. 

E la moltiplicità della radice i;„ o S^ è condizione necessaria e sufficiente perchè 
la relazione che lega le variabili a e S si riduca rispettivamente a: a=<s^,5=S^; 
purché, s'intende, non si vnriflchi contemporaneamente la molteplicità dell'una e 
dell'altra, nel qual caso l'indeterminazione che si presenterebbe nell'equazione 
della traiettoria potrebbe essere solo apparente. Nel caso dunquo che o„ sia ra- 
dice multipla dell'equazione suscritta in a, la traiettoria nel piano ruotante si ri- 
durrà all'ellisse a, , o meglio ad un arco di questa ellisse, poiché sappiamo che 
la traiettoria non può tagliare la retta dei centri; cosi, se 5^ è radice multipla 
dell'equazione suscritta in 8, la traiettoria si ridurrà ad un arco dell'iperbole S^. 
La soluzione singoiar? o = Cg non può aversi evidentemente che per: k<0, 
e Oo non potrà essere che ra lìce doppia La soluzione singolare S = 3o potrà in 
vece aversi in tutti (re i casi di : ft < = > ; ma S^ non potrà pur essere che 
radice doppia. 



(*) Vedi opera snooitata. 
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CominciaiDO a studiare .il oiso : /; < , in cui sono dunque possibili t»ntu i 
moti lungo nrclii d'ellisse quanto quelli lungo archi d'iperbole. 

3. Se Og è radice doppia della nostra equazione in e, avremo le due condi- 
zioni : 

(a) fc'o* + [l'o* + '«*(P - «*A) - lw*'o - o*C«* + P) = 

{&) 4fc5B» + 3[i.3„* + 2oo(P - a*k) - [Aa* = 0. 

Il moto del punto nel piano ruotante snrà oscillatorio sull'arco dell'ellisse o, li- 
mitato dai due valori di S che rendono 8=0 ossia V =0. Nello studio del moto 
partiamo appunto da uno di questi punti ove la velocità è nulla: vediHmo di do- 
terminarne le condizioni. 
La (a) ci dà : 

W M-ltV + K'.-,-— tj; 

soBtitueudo questo valore di ^ nella (6) si ha : 



Tenendo conto di questa espressione di ft e indicando con Sg il valore iniziale di 
S, dal principio delle forze vìve risulta : 



= Kr + F 



»o + So =-0 - So "^ («B* - a')(«(,» - a*) ' 2'^ («„' - o»)» ' 
e di qui ai ricava : 
, . - _ i l^fo,' + gp') - ?v 5,->o 1 (. Q* - g')' (g* - 5„') 

Resta cosi determinato a in funzione della posizione iniziale e delle forze. Allora 
dalla (d) si ha il valore di k. e dietro questo dalla (e) il valore di 3- H molo sari 
quindi completamente determinalo, quando sari noto l'angolo Io che la diretione 
dell'accelerazione iniziale devo fare colla tangente all'ellisse a^ nel punto di par- 



(*) 8e « h& questo valore, il punto si mnove Bnll'eUisse', se, a parità di «Itre con- 
dizioni iniziali, bì ha ]ier a un valore minore, il punto entrerà neirellisse, se un n- 
loT« maggiore, ne nscirà. 
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lenza. Per questo osserviamo die avenilosi inizialmente : o' = . S' = , dalia (9) 
si avrebbe per tang Ig nna forma in<]eterininata : ma se si passa alla considera- 
zione del rapporto delle derivate, si ha subito, avendo riguardo alla (6) : 

tang!„ = , 

cioè l'accelerazione iniziale deve essere lunga la tangente all'ellisse 9,. Del resto 
ciò risulta subito anche dalla considerazione clie l'essere le (a) e (6) veriflcate 
sempre durante il moto porta che lungo l'iperbole sono sempre nulle la velocità 
e l'accelerazione, come si vede dalle (S). 

L'itrco dell'ellisse dg su cui avverrà il moto, potrà pui sssere disposto in vario 
modo sull'ellisse stessa, a seconda delle condizioni iniziali. E se abbiamo riguardo 
alla discussione generale fatta sulla limitazione della traiettoria ilescritta dal punto 
nel piano ruotante, potremo precisamente dire che : 

Con: ^>0, oppure; ^<0 e |^| < a* l'arco d'oscillazione sarà tutto dalla 
stessa parte dell'asse y e non arriverà a toccare quest'asse ; il moto potrà avve- 
nire tanto dalla parte del centro di maggior attrazione quanto dall'altra. 

Con: ^ = — 0.' sarà pur possibile il moto ila ambo le parti dell'asse y; l'arco 
(l'oscillazione avrà un estrema su quest'asse, oppure potrà non averlo, se il moto 
avviene dalla parte del centro dì minore attrazione. 

Con ; ^ < e 1^1 > a* si potrà avere una limitazione analoga alla prima, quando 
il moto avvenga dalla parte del centro di minore attrazione. In generale l'arco 
d'oscillazione non sarà tutto dalla stessa parte dell'asse y. 

Se poi le forze attrattive sono uguali, nei primi due casi sarà pur possibile 
il moto dall'una e dall'altra parte dell'asse y, avendo l'arco d'oscillazione rispetti- 
vamente un estremo su questo asse, o no; ma, a parità di altre condizioni ini- 
ziali, il moto avviene dall'una parte e dall'altra sopra archi simmetrici rispetto 
all'asse y. 

Ne) 3.** caso il moto avviene sopra un arco simmetrico rispetto all'asse y. 

In tutti questi casi l'elTettiva traiettoria descritta dal punto nello spazio sarà 
una curva regolarmente ondulata, tracciata suil' ellissoide di rivoluzione attorno 
alla retta dei centri che ha per sezione meridiana l'ellisse o,, , e che sarà com- 
presa fra ì due paralleli corrispondenti ai valori di y, pei quali 6 Vo = 0. E, se 
si ha riguardo al principio delle aree, sì vede che il punto descrive gli archi di 
questa curva che si dirigono verso il parallelo massimo con velocità uguale in 
ogni punto a quella con cui descrive gli archi che se ne allontanano, ma invertita; 
che il massimo ed il minimo di velocità di rotazione si hanno quando il punto 
lambisce rispettivamente il parallelo minimo e il massimo che limitano la sua 
traiettoria. 

Questa specie di moto abbiamo visto aver luogo quando , essendo nulla la 
velocità iniziale nel piano ruotante, l'acceleraiiL'ne inizialo sia lungo la tangente 
all'ellisse c^- Se ora dall'equazione delle forze vive ricaviamo il valore di k colla 
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oonilizione che la velocità sta nulla, e sostituiamo questo valore neUa (6) die ci 
espnme la condizione tlell'accelerfizioue tangente all'ellisse Oj , dopo avere nella 
(6) stessa sostituito per ^ il valore dato dall» (e), abbiamo la relazione : 

la quale, considerata come l'equaiione di una curva in coordinate OfSg, ci rap- 
presenta, per ogni valor dì oc, il luogo dei punti nel piano ruotante pei quali ( le' 
riflcata la condizione perchè il moto in discorso abbia luogo. E se osserviamo che 
fissati due valori qualunque per Og e 8^ , si può dalla relaxìono stessa ricavure un 
valore per a, possiamo concludere che, fissata pel punto una posizione inizinln vi 
arbitrio , sarà sempre possìbile con un opportuno impulso normale al piano de- 
terminato della retta dei centri e da questa posizione, fare in modo che esso si 
muova del moto oscillatorio ora studiato. 

3. Considerazioni perfettamente analoghe a queste fatte nel caso che si abbia 
dall'equazione della traiettoria la soluzione singolare 9=9, , si possono fare quando 
si abbia la soluzione 8 = Sg. Dalla prima delle due cotidizioni : 

(a') fcSo* + v3,' + 5,* cp - (l'k) - va*5o - a» (a* -h ?) = 

4AS,» + 3vSo» + 2S,(p - o*ft) - va* = 

bì avrà : 

e sostituendo questo valore nella seconda, sì avrà : 



'■'Sa (3a» - aV ■ 



Tenendo conto di questo valore di fc, e supponondo initialmento nulla la TelocìU, 
dal principio delle forze vive si ricava : 



(C) 



2a»«o('.*- V) 



io funzione delta posiziono inieialo (ffgtSo) dello forzo; allora dalle (d') e (e') 
Bi hanno subito 1 valori di ft e p. Dalla (9) passando alla considerazione^ del rap- 
porto delle derivato si ha: 

tang I, = ce ; 
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cioè la direiione dell'accelerazione iniziale deve essere quella della taogeate al- 
l'iperbole Sg- 

Verificate questa condizioni, il punto si muoTerà nel piano ruotante di moto 
oscillatorio sopra un arco dell'iperbole Sg , limitato dall'ellisse die passa per la 
posizione iiiisiale e da un'altra il cui parametro corrisponde all'altra radice reale 
u positiva dell'equazione nota in a, cioè : a' ^ 0. 

Non si potrà dire a priori se questo moto sia possibile solo per Sg^O o 3g<0. 
Ma se si ha riguardo alla discussione generale Tutta della traiettoria, sì avrfl che: 

Con ^ > , oppure : ^ < e |^| < a*, il moto sarà possibile tanto con Sg > 
quanto con 8q < 0. 

Con 3 = — a*, sarà possibile questo moto solo con ò^ > 0, cioè dalla parte; del 
centro di attrazione minore. E cosi con: ^<0, e |^| > a*. 

Se poi le forze attrattive sono uguali, cioè è: v = 0, sarà possìbile il moto 
in discorso da ambo le parti dell' asse j/, quando sia: ^>0, oppure ^<0 e 
1^1 < a* ; e si avrà allora che, a parità di altre condizioni iniziali, gli archi d'oscil- 
lazione saranno simmetrici rispetto all'asse stesso. Sarà poi possibile la soluzione 
5g = 0, cioè potrà aversi un moto oscillatorio lun^'o un segmento dell'asse y, 
quando sia ^ = — a.\ E quest'ultimo moto non è possibile che colle forze uguali; 
infatti perchè le coadìsioni generali (a') e (6') siano verificate per S^^O, occorre 
che sia : 

p = - a» cioè : Ve = , e : v = 0. 

La traiettoria vera che corrisponde a questi moti di oscillazione lungo archi 
d'iperbole nel piano ruotante sarà una curva regolarmente ondulata tracciata sopra 
una falda dell'iperboloide di rivoluzione attorno alla retta dei centri che ha per 
sezione meridiana l'iperbole Sg , e che sarà compresa fra i due paralleli di questa 
superficie corrispondenti ai valori di y pei quali è: Vg=0. I rami di questa curva 
che si allontanano dai centri saranno percorsi colla stessa velocità in ogni punto 
con cui sono percorsi quelli che si avvicinano ma invertita; il massimo di ve- 
locità di rotazione attorno iilla retta dei centri si avn't quando il punto lambisce 
il parallelo minimo dì limitazione, e viceversa. In particolare, quando l'oscillazione 
nel piano ruotante avviene lungo un segmento dell'asse y. lu traiettoria descritta 
elTeltivamente dal punto nello spazio sarà una curva, giacente tutta nel piano nor- 
male alla retta dei centri nel suo puoio di mezzo, regolarmente ondulata, o com- 
presa fra due cerchi che hanno il centro comune nel punto di mezzo della con- 
giungentc i due centri e per raggi i valori di y che corrispondono ai duo estremi 
del sei^mento d'oscillazione. 

Analogamente a quanto si è fatto pei moti lungo archi d' ellisse , possiamo 
anche qui osservare che se dall'equazione delle forze vive si ricava il valore di h 
colla condizione che sia nulla la velocità iniziale nel piano ruotante , e sì sosti- 
tuisce questo valore nella (6), che esprime la condizione dell'accelerazione inizialo 
tangente all'iperbole ò„ , dopo aver sostituito nella (J>') stessa il valore dì ? dato 

VOL. XXVil. i^ 
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dalla (e') , si arriva alla relazione : 

la quale, considerata come l'equazione di una curva in coordinate Og , 3« ■ ci rap- 
presenta per ogni valore di a il luogo dei punti noi piano ruotante , pei quali è 
Terìficata la condizione perchè il moto in discorso abbia luogo. S se osserviamo 
che fìssati due valori qualunque per 9a e 5, , da quella relazione si può ricavare 
a*, concludiamo che, scelta pel punto una posiziane qualunque iniziale, sarà sempre 
possìbile produrre il moto oscillatorio suirijierbole 8,,, con un opportuno impulso 
normale al piano determinato dalla retta dei centri e dalla posizione scelta. Se 
inizialmente si prendesse S^-O, l'equazione suscritta non darebbe per a alcua 
valore, e porterebbe alla condizione v = 0. E si è gljt visto che un moto lungo 
l'asse y può aver luogo solo per v =0 , e allora basta che sìa : p = — a' con &<0. 

1. Dallo studio Un qui fatto risulta il seguente teorema : 

a Se un punto soggetto all' azione di due centri fissi agenti per attrazione 
secondo la legge di Nevrton, riceve inizialmente un impulso normale al piano 
determinato da esso e dai due centri in modo che l'energia della forza centrifuga 
che si sviluppa normalmente alla retta dei centri risulti minore di quella delle 
forze attrattive e l'azione motrice totale giaccia nel piano tangente all'ellissoide 
all'iperboloide dì rotazione attorno alla retta stessa con fuochi noi centri attraenti 
che passa per la posizione iniziate, il punto descrive una traiettoria giacente sa 
quell'ellissoide o quel!' iperboloide e regolarmente ondulata, le di cui sinuosità 
vanno successivamente a toccare due paralleli determinati sulla superflcie su cui 
avviene il moto dalla superfìcie omofocale che passa per la posizione iniziale e 
da un'altra il cui parametro è completamente determinato dietro le condixioni ìni- 
ziuU. Viceversa, per ogni posizione iniziale data si può calcolare la grandezza del- 
l' impulso che convien dare al punto perchè il moto in discorso abbia luogo i . 

Se poi osserviamo le (5) e (1) , vediamo che il tempo impiegato dal mobile 
per andare da un massimo ad uu minimo della sua traiettoria è finito, come pnre 
è finito l'angolo di cui deve girare il piano ruotante durante questo percorso. 

S. Nello studio ora fatto dei moli oscillatorii su archi di coniche nel piano 
ruotante, abbiamo supposto di partire da una posizione ove la velocità nel piano 
stesso fosse nulla, e allora abbiamo trovato corno condizione necessaria perchè 
essi avvengano che l'accelerazione iniziale sia tangente alla oonica , su cui deve 
avvenire il moto, ila ò evidente ohe questi movimenti saranno possibili anche 
quando il puoLo abbia inizialmente una certa velocità nel piano ruotante, purché 
siano però sempre soddisfatte le condizioni (e) e (ti) o le (e') e {d'), purehà cioè 
questa velocità sia pur essa lungo la tangente alla conica; ossia l'azione motrioe 
totale giaccia ancora nel plano tangente alla superfìcie su cui avviene il moto. la 
questo caso il punto di partenza non sarà più un estremo d'oscillaziono. 

(con(fntM) 
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RICERCHE ARITMETICHE 

CONTENENTI LA DIMOSTRAZIONE GENERALE DEL TEOREMA DI FERHAT 



DINO VARISCO. 



Il teorema di Fermat, ohe l'equaziono 

noD sia risolvibile (*) per nessun valore intero posilifo di n, eccettochè per n=2, 
è stato oggetto finora di molte ed eleganti ricerolie, nessuna delle quali è riuscita 
alla dimostrasione generale. 

Ne dimostrarono casi particolari Eulero (per n=3) ; Legendre (per n=5); 
Lejeune-Dirichlet (per n=I4) ; Lamé (per n=1) ; e più recentemente Kum- 
mer ba esteso la dimostrazione ad un'iaQaità di numeri primi. 

È facile Tori&care, supposta che n sia un numero disparì, cbe se tre numeri 
a,b,&-i->i rappresentano una terna di soluzioni dell'equazione precedente, 6(b+>i) 
de?e essere diTÌsibile per qualunque fattore primo di 6(6 + >i) — a(a — ij). 

Scopo principale del presente scritto, è appunto di determinare le condizioni 
a cui devono soddìsfiire i tre numeri a,b ,n, perchè ciò sia. Trovate queste con- 
dizioni, la dimostrazione del teorema di Fermat, per n disparì (o contenente un 
qualunque fattore dispari) ne viene come una molto semplice conseguenza. 

Non rimaneva pifi che da dimostrare il teorema pel caso di n = 2**, per ogni 
valore intero di m diverso da 1 . La qual cosa si è pure ottenuta, in base a qual- 
che facile proposiaione, cbe aveva servito alla ricerca principale. 



(*) In HDmerì interi. 
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Abbiasi l'equazione 

(1) 9 + y» = (r», 

dove g 6 un intero fisso, diverso da zero. Lo supporremo positivo; percliè, se 
y = q , x = p è unn coppia di soluzioni della (1), scambiando g in -g, sarà 
y = p,x=q, una coppia di soluzioni delia nuova equazione. 
Se y e a; devono essere interi, posto 

x~y = a ; a; + y--a, ; 

saranno a , a, due interi ; a aai= g. Quindi 

rt.1 a, - a a, + o 

(2) y=-^ ; x = -^y-; 

somministrano tutte le soluzioni intere della (I), se per a,, a si sostitniseono 
tutti i valori ammissibili; purché a, — a ed a, + a siano pari. 

Essendo ««, = (/. questa condizione à sempre soddisfatta quando g è dispari. 
Se è pari, esso dovrà essere divisibile per 4 (*) ; in questo caso tutte le solu- 
zioni intero della (1) saranno date dalle 

(3) y = a, — a ; a; = «, + a ; 

dove o, ,a sono due interi, tali che a«c, =^. 

Se a , a, sono primi tra loro , tali saranno anche y ,x; reciprocamente , se 
a , a, non sono primi tra loro, tali non saranno nemmeno y , x (perchè nelle (2), 
che valgono in generale soltanto per g dispari, son dispari a ed a,). 

Se ff è una potenza n™"" esatta, ed è dispari, anche a , a, saranno potenze 
n«inie esatte, dovendo y,x essere primi tra loro. Sia g pari, ed =2"(7,"; allora 
serviranno le (3), ed aa, =2"'"'g,". Dovendo y ed ìk essere primi tra loro, posto 
Pi'sfi"»". dove h,k sono primi tra loro, sarà a (oppure a,) = 2"~*/i"; «, (op- 
pure a) = ft"; Il e h potendo essere scelti comunque, purché soddisraccìano alle 
dette condizioni. 



(*) Affinchè la (1) ammetta aolazìoni intere. Infatti, allora x ^ p sono entrambi 
pari o entrambi dìspari. 
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Siano a,b,6 + i} tre numeri interi, primi tra loro a due a, due. Poniamo 

(4) 6(6+>l)-a(a-ii) = D; 

e supponiamo che 6(6 +>i) ammetta tutti i divisori primi di D. Se e 6 un divisor 
primo di D, e, dividendo 6(6 + 7i) e D, dividerà a{a -li); e quindi a—i] , per- 
chè a è primo con b{b + yì). 

Rappresenti d il ra. e. d. di b ed a — vi; d, quello dì b+n ed a — i] ; es- 
sendo 6 primo can b + i] per ipotesi, saranno d,d^ primi tra loro ; dunque a-i), 
divisibile per d e per d^ , lo sarà per dd,. Potremo dunque porre 

(5) 6 = /(d ; 6 + i] = ftd, ; a-)i = t*dd, ; a = udd, + ii.. 
Saranno u , ft , ft primi tra toro a due a due. Poniamo altresì 

(6) hft-u»dd,-tt)i = P; 

sarà (i) 

D = dd,P ; 

però tutti i fattori primi di P dividono 6(6 + )i) =hhdd,. 

Niun fattore di P pui» dividere hh , perchè dividerebbe (6) u (udd, + >i) = uà; 
quindi fih ed uà avrebbero un qualche fattore comune. Ha ciò è impossibile, 
percliè u ed a sono entrambi primi e con h o con k. Dunque tutti i fattori primi 
di P entrano in dd,. 

Dalle (S) si ricava 

(1) hd, = hd + yi e ^^^ ft'd+fl»ì 

Sostituendo nella (6> ad hk questo suo valore , si otterrà un' equazione di 
2° grado in h. La si risolva rispetto ad /i; e si ricavi poi k dalle (7). Si avrà 



(8) h-2^{-iiTVB') ; ft = 4(i±^> 

love 

B = {iH-2«dd,)» + 4dd,P. 

Dev'essere B un quadrato perfetto ; dunque 

y = ») + 2u dd, ; x= ^/^^; 
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costituiscono una coppia di soluzioni dell'equazione 

4 dd, P + y» = a:* ; 

e p. e, (i) , indicando con a , a, due (determinati) interi, tali che aii-ddtV , 
sarà 

J] + 2tt dd, = a, - a ; •J'R =«, + «. 

Nelle (8), 8i prenda in primo luogo il radicale positivamente, e, dai valori 
cosi calcolati di /i , ft . si ricavino b e 6 + 1] mediante le (5) ; avvertendo inoltre 
che (5) }i + 2i(dd, = 2a-)i, si avrà 



__ , 6=___ ; 6 + ^= g ; 



(9) 
donde 

(10) 6 = a-)i+a ; 6 + n = «i-(i->l); 

ed anche 

(il) 6 = a, -i)-(a-j]) ; 6+i) = a-)] + a + )i. 

Poiché a — )] e 6 sono divisibili per d, tale sarà a (10); ma a-t] è pur dj- 
visibile per d, , e b è primo con d, , dunque a è primo con d,. Ha a^-i] è divi- 
sibile per d, , e primo con d; perchè (11) tanto b + i] che a-i] sono divisibili 
per dt ; e a — 1] lo è per d, mentre b + t è primo cori d. 

Analogamente: a, è divisibile per d, e primo con d; a, — q è divisibile per 
d e primo con d,. 

Poniamo p. e. 

a, = X, d, 

o =Xd 

a, - )] = od 

a +>] =o,d,. 

Su queste equazioni si operi cosi. Si sottragga la 4* dalla 1* ; e , notando 
che a, - a— i)=33(a — ^) = 2<{dd, , si diridano per d, ambo ì membri dell'equa- 
zione ottenuta. Poi si sottragga la ^' dalla 3* ; e, Tatta la medesima avvertenza, 
si dividano ambo i membri per d. Da ultimo si confrontino, la 1* con la 3*, e 
la 2* con la 4*. Si ottiene il sistema che segue; che sarà equivalente al (12), 



(12) 
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purché De d, ah d, non siano nulli. 

>, - e, = Sud 
o -X =2ud, 
X, d, — od = )) 
e,d, - Xd =j), 

Esprìmendo, mediante questo sistema, X , X, , o , o, in funsione delle altre In- 
determinate, si ha 

X = - i ; X, = 2ud ; 0, = ^ — - ; o, =0. 

(Essendo a, , e però anche X, , prìmo con d . dovrà essere d = 1 ; perciò X 
e a sono interi). 

Di qui, mediaote le due prime delle (12), s'ottieae 

a, = 2«dd, = 2(0-rj) ; « = -)]; 

e conseguentemente <d) 

(13) 6 = a-2ii. 
Si ha poi 

h (6 + ij) = (a - 2>i)(a - 1]) = o* - 3 O)] + 2>i* ; D = - 2)i(o -»]). 

Ora; poiché &(b + )]) dero contenere tutti i fattori primi di D. qunlunque 
fattore prìmo di >i doirà dividere n. M» allorn, qualunque fattor primo di i) è un 
difisore comune di a , a-ìn ,a — :^; ossi» di a ,b ,b +^. Affinchè questi tre nu- 
meri siano primi tra loro, dovrà dunque essere >; = ± |. Scello cosi >i , sarà sem- 
pre a primo con b + n; ed anche con b , a condisione che a sia disparì. Inoltre 
b{b +n) conterrà allora tutti i fattori prìmi di D. 

Conseguentemente la (13) dev'essere scritta 

(14) 6 = oT2; 

Cdonde 6 -i- 1] = a T 1 ; avvertendo di prendere nelle due espressioni sempre il se* 
gno superiore, o sempre l'inferiore). 

Se nelle (8) si prende ii radicale negativamente, il nuovo valore di li diventa 
uguale al primitivo dì A preso col segno contrarìo, e reciprocamente; dunque si 
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pu6 porre altresì 

(15) b = -(aT1) 

(donde b + 1) = - (a 7 2) anche qui, sì prenderà sempre il segno supcriore o sem- 
pre l'inferiore). 

Rimane arbitrario a, purché dispari. 

Se '' = 0, ma d, diverso da zero, s'annullano tanto b che a, multipli <li d, 
allora dalla 2' delle (9) ai ha a, = >| ; e quindi (9) 

= I) + >1 = )J. 

Anche qui, aOinchè a e & + >} sian primi tra loro, dei' essere ■/i = ±\. Questi 
valori sono somministrati dalla (15), facendo a= 1 e prendendo il segno supcriore, 
oppure o = -i e prendendo il segno inferiore. 

Se d^ = 0, ma d diverso da zero, s'annullano b + ij ed a, , multipli di d, ; e 
si ha (9) a = — j] ; 6 = — 1] ; a = )j. Perchè a sia primo con 6, de?" essere i = ± I ; 
quindi a = — b = ±\. Questi valori sono somministrati dalla (11), facendo a=ì 
prendendo il segno superiore, oppure a = - I e prendendo il segno inferiore. 

Se d=d,=0 , sarà >j=0; e, dall'ultima delle (5), <i— rj=0 ; inoltre 6=6+yi=0. 
Questi valori, dei (jualì non si puà dire propriamente che soddisfacciano alle con- 
dizioni enunciate in testa all'articolo, non sono somministrati dalle (14) , (15). 

Concludiamo, che alle dette condizioni si può soddisfare esclusivamente prea- 
dendo b (e b-f)]) secondo la (li) o la (IS) ; rimanendo a arbitrario, purcliù 
dispari. 

3. 

Siano a,b ,b + yj tre numeri interi che sod'iisfacciano alta relazione 

(i6) a" + b" = (b + >])" , 

dove n è un intero positivo disparì. Supporremo « , b , b + >j primi tra loro ; per- 
chè , se avessero un m. e. d. v diverso da 1 , si dividerebbero per v' ambo i 
membri della (16). 

Essendo n dispari, risulta dalla (16) che (b-|-)])" è divisibile per b-l-a; met 
tendo poi l'equazione sotto la forma 

h"* = (b -H])" - a" , 

si vede, che b* é divisibile per b + ri~a. Perciò, denotando con Q un numero 
intero, sarà 

b*(b + )])» = (b + a)ib + *l - fl) Q = 1 6(b + li) - a{a - ! Q = DQ. 5 

dove D lia il medesimo Bìgniflcato che nella (4). 
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Dunque tutti i fattori primi di D dofranna esserlo di b(i>+ii)i e p e. b dovrà 
essere della forma (14) o della forma (15). 
Sia b della forma (U); la (16) diverrà 

(11) o» + (o-2)»-(a-l)", 

oppure 

(18) a» + (a + 2)"=(a + l)'' 

sccondochè nella (14) si prende il segno superiore o l'inferiore. Scambiando a 
n —a , le (11) , (18) si scambiano tra loro ; basta dunque tener conto dei valori 
positivi di a che possono soddisfare all'una o all'altra. Entrambe diventano as- 
surde se a = 0. 

La (18) è assurda per qualunque valore positivo di a; la (11) 6 assurda se 
a>2; identica per a=I. 

Dunque: alla (11) si soddisfa esclusivamente eoo a= I ; alla (18), esclusiva- 
mente con a = — 1 . 

Supponendo b della forma (IS), si hanno pur sempre dalla (16) le (11), (18). 

Sia ora l'equazione 

(19) ^ flf + ì/* = z»; 

dov« n è dispari ; se questa equazione è risolvibile in numeri interi (primi fra 
loro), indicando con fr= a ,y = b ,z = b + y; una terna di soluzioni , u,6,b + >) 
dovranno rendere identica la (16). Perciò la (19) non ammette altre soluzioni in- 
tere in numeri primi tra loro che le seguenti; dove la prima terna è ricavata 
dalla (14), e la seconda dalla (15): 



1 


-1 


t 


-1 


t 


1 


, 











i 


-1 



Si possono poi scambiar tra loro o! ed j/; come le due ultime terne corri- 
spondono allo scambio di y con —z. È da aggiungere la soluzione x = y = z = 
cfr. l'art. 2, sul fine). 

Lo stesso vale evidentemente se n è pari , ma è divisibile per un numero 
dispari. 
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Nella (19) sia rt = 2", (Io»e m> 1 ; indicando con a?, ,j/j,z, una terna di 
soluzioni (intere) della (19), saranno a:,*,jr4",z," tre quarte poterne. Poniamo 

a:," = a* ; j/," = 6* ; z," = e* ; 

a,b,c saranno tre interi, che si possono sempre supporre primi tra' loro, sod- 
disraccnti alla relazione 

a» + (5»)»=(c*)*. 

Essendo a ,b ,c primi tra loro, uno almeno dei iliic primi dotrà esser dispari ; 
e sia quello indicato con a. Allora (art. ?) indicando con ^ , ^, due numeri primi 
tra loro, e tali che ^^, = a, dovrà essere 





-^-h^' ^ 


^'J-^ 


e se poniamo 








"<='•';'' ■• 


..JA*P 




a' + 6,' 


' = c,*. 



Poiché ^ è p, son dispari, e primi tra loro, sarà b, pari, e, disparì, &( e e, 
primi tra loro. 

Si ha identicamente ; 

„ = Pil-f' .Pillili. P.- -ti! „,.,.. 



ma 3ft, e e, son primi tra loro ; dunque ognuno di essi è un quadrato perfetto. 
Inoltre 

ossia 

46,» + 2o» = 2c» ; 
, perchè a* + b,* = e,* i 

e,' ■(- 6,* = e*. 

Poiché &, e e, son primi tra loro , anche e dovrà esserlo con l' uno e con 
l'altro. É e, disparì, ed un quadrato perfetto; dunque e,* è una quarta potenza. 
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Detti p,q due numeri primi tra loro, tali che p*4* = c,*, dovrà dunque essere 

».- 2 • '=- 2 ' 

Sodo p e g entrambi dispari, essendo tale e, ; posto 

g = 2( + Ì ; p = 2u+l; 
sar& 

g» + p* = 4(1» + u*ì + 4(1 + «) + 2 = 2p, (pj dispari) ; 
g» - p» = 4(1* - w») + 4(( - H) = 4(1 - «){l + u + 1) = 8?,. 

Sono p e 9 primi tra loro ; dunque sono pur ìhIì p, e q,. Infutli, un fattore 
comune a pi e 7, , dividendo q* + p* e <]*-p*, dividerebbe 2q* e 2p*; raa , p 
e q sono primi tra loro ; dunque p, e q, non potrebbero aver comune cbe il fat- 
tore 3; ora, P( è dispari. 

Ora, 

26, = {g' + p»){q»-p») = Ì6p,9,, 

.2&1 è un quadrato perfetto, p, e q, sono primi tra loro; dunque ognuno di essi 
è un quadrato perfetto. Poniamo Pi = /i* , qi = li''; avremo 

g« + p» = 2/t» ; q» - p» = 8ft* ; 
donde 

(20) ik* + h* = q» , 

(21) 4fc* + p* = /i». 

Essendo h e k primi tra loro, tanto p come 7 saranno primi cosi con h come 
con k. Allora, dalla (20), si ha che dovrà essere 



(art. 2, (1)) dove m,n son due numeri primi tra loro tali che mn=k. Analoga- 
mente dalla (21) si-ricara 

ft = 6* + r* ; p = 8* - r* ; 

dove anche r.a son due numeri primi tra loro, e r8 = }i. 
Fra m , n , r , s stanno dunque le relazioni 

mn = rs ; «* - m» = s» + r*. 

Indicando con e , C , )] , quattro numeri, ciascuno dei quali sia primo con ognuno 
degli altri, potremo porre 

m = eJ; ; n = >iO ; r = ei] ; s = $6 ; 
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e dovrà essere 

Non £ possibile che e,;,)], 6 sian tutti dispari purché il primo membro di 
questa sarebbe divisibile per 4, a il secondo soltanto per 2. Dall'ultima si ba 

r,*(tì'-s») = t» (&» + £»). 

Abbiamo da considerare due ipotesi ; chn sia pari , oppure che sia pari e 
(le altre, che sìa pari ij , oppure che sia pari i^, condurrebbero alle medesime 
conseguenze). 

Qualunque delle due ipotesi sì faccia, sarà disparì cosi 6* -e*, come 6* -fé*; 
e percift (essendo S , e primi tra loro) saranno 6* — e* , 0^ + e* primi tra loro. Es- 
sendo poi anche i] , i; primi tra loro, si ha dall'ultima 

e* - E» = i» ; 6» + £* = »i» ; 
donde 

É impossibile che sia pari i ; perchè, essendo >] ,% dìspari, è dìspari ^-^ — . 

Inoltre, dalle due ultime si deduce (cfr. art. 1) 

)jn» + s» = 6«; 

la quale, confrontata con una delle procedenti 

t* + e* = 6» , 

ci dà )] = ± 1 . Allora sari 

6*-£» = f(0' + g*}; 

e perciò t = t , i = 0; oppure i = s = Q. Qualunque si prenda dì queste due ipo- 
tesi, è sempre mn = r8 = k = Q, e quindi q=p; ma sono p e 9 primi tra loro ; 
dunque q = p = i, e p. e. b, (0 quindi ft) =0 ; e = I ; e quindi anche a= I. 

Combinando i risultati degli articoli 3, l, si concludo che all'equaEione (19) 
è impossìbile soddisfare in numeri interi, di cui ninno sìa nullo, eccetto che se 
n = 2 (*). Se ne deduce facilmente, che la (19) non ammette nemmeno soluzioni 
frazionarie. U teorema sussiste anche per n negativo (intero), infatti, sa 

o"* + 6"" = c~' , 
«rà 
s (6c)" + (oc)" = {ab)' , 

il che s'è visto essere impossibile, se n è diverso di 2. 



(*) Teorema di Ferniat. 
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